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Obiective

e Sa familiarizeze studentii cu tehnicile si metodele matematice utilizate in economie.

e Sa introduca notiuni de analiza functiilor reale de mai multe variabile reale care sa constituie pentru

studenti instrumente pentru tratarea unor probleme de extrem, pentru a permite ajustarea datelor
experimentale, etc.

e Sa creeze baze de analiza matematica necesare pentru studiul teoriei probabilitatilor si pentru statistica

matematica.

e Sa puna bazele unei gndiri logice si rationale att de necesare viitorilor economisgti



Competente profesionale
° insu§irea conceptelor de baza gi crearea deprinderii de a le utiliza.

e Capacitatea de a culege, analiza si interpreta date si informatii referitoare la problemele economico-
financiare si statistice.

e Abilitatea de a rationa, analiza si investiga fenomene si procese economice si de previziuni cu ajutorul
metodelor matematice si statistice.

Competente transversale
e Valorificarea eficienta a resurselor si tehnicilor de nvatare pentru propria dezvoltare.

e Aplicarea principiilor, normelor gi valorilor eticii profesionale n cadrul propriei strategii de munca
riguroasa, eficienta si responsabila.

Conditionari si cunostinte prerechizite: -

Descrierea cursului :

Se vor avea in vedere urmatoarele obiective:

° Introducerea catorva notiuni de analiza functiilor reale de mai multe variabile reale care sa constituie
pentru studenti instrumente pentru tratarea unor probleme de extrem, pentru a permite interpolarea si
ajustarea datelor experimentale, etc.

° Crearea bazelor de analiza matematica necesare pentru studiul teoriei probabilitatilor si pentru
statistica matematica.
° Definirea si studiul principalelor proprietati ale conceptelor de baza din teoria probabilitatilor. Cre-

area la studenti a unor deprinderi de utilizare a tehnicilor probabilistice si de folosire a acestora in scop
aplicativ. Fundamentarea probabilistica a statisticii matematice.

Organizarea temelor (partilor) in cadrul cursului:

Cursul va avea urmatoarele doua parti:

1. Elemente de analiza matematica

2. Elemente de teoria probabilitatilor

Organizarea temelor s-a facut avand in vederea ordinea fireasca si gradul de dificultate sa urmeze o ordine
crescatoare. Informatia relevanta referitoare la fiecare tema (parte) se gaseste in lista bibliografica ce va fi
prezentata ulterior, iar accesul va fi realizat direct.

Formatul si tipul activitatilor implicate de curs:

Formatul va fi unul clasic, permitand studentului de a-si gestiona singur, fara constrangeri, parcurgerea
cursului. De sigur o participare la activitatile planificate va usura intelegerea tematicii cursului. Tipurile de
activitati ce vor fi abordate in cadrul cursului vor fi atat cele clasice cat si proiecte de grup.

Materiale bibliografice obligatorii:

Principalele materiale bibliografice pe care le vom utiliza, si care se vor gasi la biblioteca facultatii, iar
unele vor putea fi accesate prin internet, sunt:

1. Colectiv, Matematici aplicate in economie, Ed. Mega, Cluj-Napoca, 2012.

2. Colectiv, Analiza matematica, Teoria Probabilitatilor si Algebra liniara aplicate in economie, Ed.
Mediamira, Cluj-Napoca, 2008.

Bibliografie completa

1. Dowling E.T., Mathématiques pour 1"économiste, McGraw-Hill, Paris, 1990

2. Muregan A.S., Matematici aplicate in finante, banci si burse, Ed. Risoprint, Cluj-Napoca, 2000
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3. Muresan A.S., si colectiv, Matematici aplicate in economie, Ed. Mega, Cluj-Napoca, 2011

4. Muresan A.S., si colectiv, Analiza matematica, Teoria probabilitatilor si algebra liniara aplicate in
economie, Ed. Mediamira, Cluj-Napoca, 2007

5. Purcaru 1., Matematici generale si si elemente de optimizare, Editura Economica, 2004

Materiale si instrumente necesare pentru curs :

Vom folosi: suport electronic de curs, materiale multiplicate, calculator, videoproiector.

Calendarul cursului: este prezentat in calendarul disciplinei

Politica de evaluare si notare:

Evaluarea si notarea finala se va face prin rezolvarea de probleme, intocmirea unor teme de casa. Toate
acestea se vor realiza pe parcursul semestrului. Intrarea in examenul final este conditionata de realizarea
sarcinilor ce rezulta din temele de control de la sfarsitul fiecarui modul al suportului de curs. Studentii vor
primi feed-back la rezultatele realizate in examenul final prin comunicare directa cu cei care solicita. In cazul
cand studentul doreste sa revina la un examen de marire a notei, acest nou examen se va desfasura in aceleasi
conditii, cu aceleasi cerinte, ca si examenul initial.

Cerinte pentru examen

Nota la examenul de Matematici aplicate in economie se calculeaza astfel: maxim 3p referate si teme
pentru acasa, si maxim 7p nota la examenul scris. La examenul scris subiectele constau in rezolvarea
de probleme. Pentru cele 3 puncte pe teme si referate trebuie pregatite urmatoarele doua teme (referate
teoretice + probleme rezolvate dupa cum e indicat mai jos):

1. Integrale Euleriene + Rezolvarea problemelor de la Teme de control Modul 1 (maxim 1,5 puncte).

2. Repartitii clasice ale variabilelor aleatoare (binomiald, uniforma, normala, [1, Cap.7]) + Rezolvarea
problemelor de la teme de control Modul 2 (maxim 1,5 puncte).

[1] Colectiv, Matematici aplicate in economie, Ed. Mega, Cluj-Napoca, 2012.

Elemente de deontologie academica:

Pentru a evita situatiile care pun in discutie onestitatea studentilor facem de la inceput precizarea ca se
interzice categoric frauda, iar tentativele de frauda se vor trata conform reglementarilor in vigoare elaborate
la nivelul facultatii si universitatii. Este normal ca atunci cand se utilizeaza anumite date, texte, formulari,
etc. luate din alte surse, sa se faca citarea, si astfel sa se asume meritele doar pentru munca si contributia
proprie. Se va cere studentului sa aiba un comprtament academic fata de profesori si fata de colegi.

Studentii cu dizabilitati:

Nu vor avea nici o problema in a se incadra in cerintele cursului si a celorlalte activitati, sansele in
pregatire si obligatiile lor fiind de aceeasi factura ca si pentru studentii fara dizabilitati.

Strategii de studiu recomandate:

Recomandam studentilor sa se pregateasca mai intai din aspectele teoretice, asa incat, mai intai, din curs,
sa fie studiate modulele cu teoria si exemplele ilustrative formulate, apoi sa se abordeze problemele rezolvate,
iar apoi si problemele formulate spre rezolvare. Pentru tot cursul, apreciem ca fondul de timp necesar insusirii
complete este de 56 de ore, din care 40 pentru suportul de curs, 8 pentru activitatile directe cu tutorii, iar
12 pentru sarcinile individuale de studiu al bibliografiei si realizarea temelor de control.
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Capitolul 1

MODULUL I. Analiza matematica

Obiectivele modulului

e Introducerea catorva notiuni de analiza functiilor reale de mai multe variabile reale care sa constituie
pentru studenti instrumente pentru tratarea unor probleme de extrem, pentru a permite interpolarea
si ajustarea datelor experimentale, etc.

e Crearea bazelor de analiza matematica necesare pentru studiul teoriei probabilitatilor si pentru statis-
tica matematica.

Concepte de baza

Spatiul R™, distanta in R™, topologia euclidiana in R"™;

Limite de functii de la R™ la R, continuitatea functiilor de la R™ la R;

Derivate partiale, diferentiabilitate si diferentiala pentru functiile de la R™ la R, derivate partiale si
diferentiale de ordin superior;

Extremele functiilor reale de mai multe variabile reale (libere sau cu legaturi);

Ajustarea datelor experimentale;

Integrale Euler.

Rezultate asteptate

Insusirea conceptelor de baza mentionate si crearea deprinderilor de utilizare a acestora. Studentul trebuie
sa fie capabil sa aplice in practica notiunile studiate pentru analizarea unor situatii concrete din economie,
cum ar fi de exemplu probleme de gestiunea optima a stocurilor.



UNITATEA 1. Functii reale de mai multe variabile reale

1.1 Functii reale de mai multe variabile reale

1.1.1 Spatiul R”

In studiul fenomenelor fizice, economice (si in alte situatii) apare de mai multe ori necesitatea studiului
multimilor cu numar fix de numere reale. De exemplu, spatiul in care traim este modelat ca o multime de
puncte determinate de trei coordonate. Fie n un numar natural fixat nenul. Multimea sistemelor de forma:

= (r1,T2, ..., Tpn),
unde x1, x2, ..., x, sunt numere reale, se numesgte spatiul R”. Elementele acestei multimi se numesc puncte,
iar numerele z1, zs, ..., T, care determina punctul & se numesc coordonatele sau componentele acestui punct.

Pe spatiul R™ se pot considera diverse structuri care sa extinda structura axei reale.
Pentru orice pereche de elemente x si y din R”, exista in R™ suma lor x + y data de:

r4+y=(x1+y,x2a+y2,. - Ty +Yn)- (2.1.1)
De asemenea, pentru fiecare a € R gi € R™ exista in R”
ar = (axy, axa, ..., aLy) . (2.1.2)
Definitia 1.1.1. Se numeste metrica sau distanta pe mul{imea nevida X orice aplicatie
d: X xX —R (z,y) — d(z,y)
astfel incat:
D1) d(z,y) >0, Ve, y € X sid(z,y) =0 ax =y
D2) d(z,y) = d(y,z) ,Vo,ye X
D3) d(z,y) <d(z,2)+d(z,y),V,y,z € X (inegalitatea triunghiului)

Cuplul (X,d) unde X este o mulfime nevidd iar d este o metrica (distantd) pe X se numeste spatiu
metric.

Propozitia 1.1.1. Aplicafia d : R™ x R™ — R data de

d(z,y) = [lv -yl =

este o metrica pe R™ numita metrica euclidiana pe R™.

Exemplul 1.1.1. Fiex = (—1,3,1) siy = (2,1,—1), 2,y € R3. Avem:

d(z,y) = /(-1 =22+ B -1)2+ (1 +1)2 = VIT.
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Observatia 1.1.1. In cazul normei euclidiene pentru n = 2 si n = 3 regasim formula distantei dintre doud
puncte din plan si din spatiu. Intr-adevar daca n = 2 atunci

d(@,y) = (@1 — 1) + (@2 — 1)?

tar daca n = 3 atunct

d(@,y) = /(21— 1) + (@2 — 2)? + (3 — )

Notiunile de limita si continuitate se pot introduce in orice spatiu normat, respectiv metric. In cele ce
urmeaza vom considera spatiul R™ inzestrat cu norma euclidiana respectiv metrica euclidiana.

Definitia 1.1.2. Fie A C R". Aplicatia f: A — R astfel incat
Adx=(x1,...,2n) — f(x) = f(x1,22,...,2) ER
se numegste functie reala de n variabile reale.

Exemplul 1.1.2. In multe probleme economice intervin functii de tip Cobb - Douglas (denumite astfel
dupa economistii americani C.V. Cobb si P.H. Douglas, carora li se datoreazd cercetari si descoperiri in
domeniu, in anii 1920). Aceste funclii au forma generald:

[:RY — R, f(x1,22,...,2,) = Cal'2y? .. cxp,

unde C,aq, o, ..., apn > 0.

Exemplul 1.1.3. Daca V' este venitul unei societati comerciale, x numarul de ore de muncd productiva
prestata, y fondurile five angajate in productie atunci

V (z,y) = kx“y®, k,a, B constante pozitive
(functie de productie de tip Cobb-Douglas) este o functie reald de 2 variabile reale.
Exemplul 1.1.4. Daci A = [0,00) x [0,00) x [0,00) C R? atunci functia
frA—R, f(x)=f(z1,22,23) = 7122 3

(functie reald de trei variabile reale) poate reprezenta productia unei intreprinderi dacd x1 este productivitatea
muncii, xo numarul de muncitori, xz timpul de munca.

1.1.2 Derivate partiale, diferentiabilitate si diferentiala

In aceast3 sectiune se introduc notiunile de derivata partiala, diferentiabilitate si diferentiala.

Derivatele partiale ale functiilor reale de mai multe variabile reale

Definitia 1.1.3. Fie D C R™ (n > 2) un domeniu, a = (ay,...,a,) € D gi f: D — R. Fiei € {1,...,n}.
Spunem ca f este derivabila partial in raport cu variabila x; in punctul a daca limita

lim f(al,ag,...,ai_l,z,;,a,-+1,...,an) — f(al,aQ,...,an)

Ti—ra4 €T; — Q;
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exista $i este finita.
Notam aceastd limita (dacd existd) cu

of

o1, (a) sau f, (a).

Spunem ca f este derivabila partial in raport cu x; pe D daca este derivabila partial in raport cu x;
in orice punct a € D. Daca [ este derivabila partial in raport cu x; pe D atunci se poate vorbi de functia
partiala a lui f in raport cu variabila x; notata 6% $t anume

of of

: D R
(’)xi — ’x}—)axi

(z)

Observatia 1.1.2. In cazul n = 2 se noteazd cu (x,y) in loc de (x1,x2) punctul curent din R? iar in R® se
noteazd cu (x,y,z) in loc de (x1,x2,x3). Asadar, o functie de doud variabile f : D — R, D domeniu, D C
R? este derivabild partial in raport cu x, respectiv cu y in punctul a = (a1,a2) € D, dacd existd si este finitd
urmatoare limita

OF gy = i L(T202) =/ (a1, 02)

ox T—ay Tr —aq
respectiv

ﬁ(a) — lim f(a1,y) _f(ahaQ).

Ay y—raz Y — as

Pentru functii elementare (polinoame, functiile rationale, trigonometrice, exponentiala, logaritmica si
compuneri ale acestora, etc.) % = f,/se calculeazd derivind f uzual in raport cu z, considerand y ca

. ) o A “ . . R
parametru, iar 7o = fy’ se calculeaza derivand f in raport cu y si considerand x ca parametru.
Exemplul 1.1.5.

1) Fie f(z,y) =2®> + 2y sia=(5,-3), D=R2 In acest caz

of (a) = lim f@,=3)=f(5,=3) _ {5 2°=82=10 _ i, (82=5) (242) _ ~

Ox r—5 =5 x—5 r— T—5 z=5

of — i JGY)—f(5,=3) _ qi 0 By415 _

dy ((Z) o y1_1>rr_13 y+3 - yl_lggg y+3 5

In punctul curent avem %_{: (z,y) =2z +y st gi (z,y) = z si daca inlocuim x =5, y = —3 regasim

valorile anterioare.

2) Daca f (x,y,2) = x? + sinyz, D = R3, atunci avem
) d d d
SR — R, 8—£(x,y,z)=2x, %:R3—>R,8—£(x,y,z)=zcosyz,

% :R? — R, (z,y,2) =y cosyz.
Definitia 1.1.4. Functia f se numeste de clasd C'pe D si se noteazd f € C' (D) dacd f este derivabild

partial pe D in raport cu toate variabilele si plus, functiile %7 ey aan sunt continue pe D.

Observatia 1.1.3. Productivitdtile marginale (si in general costurile, beneficiile, cdstigurile marginale)
reprezintd de fapt derivatele parfiale de ordinul I ale functiei care ne da productivitatea (respectiv costul,
beneficiul, castigul etc.)
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Exemplul 1.1.6. Pentru a ara un teren cu suprafata de x1 ha sunt necesare xo ore de muncd pe zi. Dupad
x3 zile de munca s-au arat y ha de teren. Intre aceste variabile exista relafia:

y= f(x1,22,23) = 3xiz27].

Sa se determine productivitatea marginala raportata la suprafata terenului, la numarul de ore de munca pe
zi §i respectiv la numarul de zile de munca.

Rezolvare: In cazul problemei noastre vom avea:

Jol (x1, 72, 23) = 12232323, productivitatea marginald raportatd la suprafata de teren,

Joa (1,22, 23) = 3zix3, productivitatea marginald raportatd la numirul orelor de munca / zi,
fIS' (71,22, 73) = 9x{xex3, productivitatea marginald raportatd la numirul de zile de lucru.

Observatia 1.1.4. Tot ca si aplicatii ale derivatelor partiale se definesc:

/
(x
p&x’c) (z) = f}’“(()) - rata de schimbare partiald a lui f in raport cu y,
x
i [ (x
550“') (z) = k;azk)() - elasticitatea partiala a lui f in raport cu xy.
x

Diferentiabilitatea functiilor reale de mai multe variabile reale

Definitia 1.1.5. Fie D domeniu, D C R", a € D si f: D — R. Spunem ca [ este diferentiabila in
punctul a dacd existd oy, s, ..., an €R gio functiew: D — R cu limw () = w(a) =0 (deci w continud
Tr—ra

$1 nuld in a) astfel incat sa avem
f(a:)ff(a):Zai (x; —a;) +w(z) ||z —al Yo € D. (1.1)
i=1

Spunem ca [ este diferentiabild pe A C D daca este diferentiabila in orice punct din A.

Propozitia 1.1.2. Fie D domeniu, D C R", a€ D gi f: D — R. Daca f este diferentiabila in a atunci
f este continud in a.

Intre diferentiabilitatea unei functii intr-un punct si existenta derivatelor partiale in acel punct exista
urmatoarea legatura:

Propozitia 1.1.3. Fie D domeniu, D C R", a€ D ¢i f: D — R. Daca f este diferentiabild in a atunci
f admite derivate partiale in a si
of

oz, (a) =y

pentru orice 1 = 1,n.
Observatia 1.1.5.

1) Rezultatul precedent implicd faptul ca relatia de definitie 1.1 a diferentiabilitatii devine:

fx)—f(a) = Z AP (a) (i — ai) +w(2) |z —all, VzeD. (1.2)
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2) Reciproca propozitiei precedente este falsd, adica existd functii care admit derivate partiale intr-un punct
st totusi nu sunt diferentiabile in acel punct.

Concret, cand e nevoie sa studiem diferentiabilitatea unei functii intr-un punct este necesar sa avem
cunoscute conditii suficiente de diferentiabilitate. Urmaitorul rezultat rezolva aceasta problema.

Propozitia 1.1.4. Fie D domeniu, D C R", a € D ¢i f: D — R. Daca exista V vecinatate a punctului
a astfel incat [ are derivate partiale pe VN D si daca acestea sunt continue in a atunci f este diferentiabila
na.

Observatia 1.1.6.
1) Dacd f admite derivate partiale continue pe D atunci f este diferentiabild pe D.

2) Propozitia precedentd prezinta conditii suficiente de diferentiabilitate dar nu $i necesare.

Diferentiala functiilor reale de mai multe variabile reale

Definitia 1.1.6. Fie D C R", un domeniuv a € D si f : D — R o functie diferentiabila in a. Se numeste
diferentiald a functiei f in punctul a notatd df ), aplicatia

dfay :R" — R, dfa) (h Z (1.3)

Observatia 1.1.7. 1) Fie D C R™,un domeniuv a € D si f : D — R o functie diferentiabild in a. Atunci
erista w: D — R, w continua st nula in a astfel incat Yo € D avem

f (@)= fla) =3 57 (@) (zi = @) +w(2) o —al.

x; — a; se numeste cresterea celui de-al i-lea argument a lui f (2 = 1,n)
e v —a=(x1 —ay, Ty — ag,...,T, — a,) se numeste sistem de cregteri ale argumentelor lui f.

e f(x)— f(a) se numeste cresterea functiei corespunzdtoare sistemului de cresteri x — a ale argumen-
telor.

e Pentru x suficient de apropiat de a (adica pentru ||z — a|| suficient de mica astfel incat cantitatea
w(x) ||z —all poate fi neglijatd) avem evident f(x) — f(a) = df) (x —a) adica df,) aprozimeazd
cresterea (sau descresterea) functiei f in a corespunzdatoare unui sistem x—a de cresteri ale argumentelor
(deci cand se trece de la punctul x la punctul a).

2) Consideram functiile p; : R" — R, @, (x1,22,...,2,) =x;, 1 <1 <n.
s |1, j=i L . . . . .
Avem: 8% (z) = 0. 4 Z: (z,j = 1,n) pentru orice x € R™, deci functiile p; admit derivate
partiale continue pe R™ si prin urmare sunt diferentiabile in orice punct a € R™ gi
0p; .
dg&l(a) Z 8;(;; — a]) =T; — Qy 1 = 1771.
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Pentru simplificarea notatiilor vom nota dpi(q) = dx;. Cu aceasta relatia 1.3 se scrie

df(a - Z 8961 dJ?Z

Adesea dxy,dxo, . .., dx, se identifica cu cresterile argumentelor si avem

df(q) (dx1,dxs, . .. dry) = Z 8f_ (a) dz;.

3) Interpretand produsul simbolic %f (a) ca fiind derivata partiala a lui f in raport cu x; in punctul a

(i =1,n) se obtine

0 0
df(a) = (aldm + Og dro + ...+ 3 ndacn> f(a), aeD (1.4)
Putem considera astfel operatorul de diferentiere
0 0 0
d=—d d e+ —dx,. 1.5
B, x1+8x2 To + +3zn T (1.5)

Exemplul 1.1.7. Sd se calculeze diferentiala functiei f : R? — R,
fla,y) =2’ +2zy° +y -1
Rezolvare: Avem:
2 (0,1) = 307 + 207
of

ay(x y) = dzy + 1;

f (2. (dz, dy) = OL(z,y)dz + %(w, y)dy = (32% + 2y*)dx + (4zy + 1)dy.

1.1.3 Derivate partiale si diferentiale de ordin superior

Derivate partiale de ordin superior

Definitia 1.1.7. Fie D domeniu, D C R", a € D si f: D — R o functie ce admite derivate partiale pe
D .

Daca derivata 8— : D — R, i = 1,n, este derivabild in raport cu variabila j, j = 1,n in punctul
a € D, numim derwata partiala de ordinul al doilea in punctul a a functiei f in raport cu variabilele

Ti, T (m aceastd ordine) numdrul
0? a (0
T (0= ( D). (2.4.1)

O0x;0x; Ox: ox;
Daca i # j, i,5 € {1,...,n} atunci derivata
82f not oy
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se numeste derivata mixtd in raport cu variabilele x; si x;.
Dacai=j€{l,...,n} atunci vom folosi una dintre notatiile

0% f
2 (a) = f,2(a).
In general o functie de n variabile reale f are n derivate partiale de ordin intai si n? derivate partiale de

ordinul doi.

Exemplul 1.1.8. Sd calculam derivatele partiale de ordinul intdi si doi pentru functia f : R? — R,
fzy)=In (2® +y* + 1)

Avem:

of

oy

lé) 2
aii(xay):fwl(x7y):#;2“7 ($7y):fy/(xay):r;2+1

482 _ 2 . 2($2+y2+1)—21‘2x . 2(_£2+y2+1)
9z* (@,y) = 23yl ) T (z24y2+1)° T (z+yr+)?

/
2L = 2z - _ 2y _ day
Owdy (l',y) N (m)y =2 ( (@2 +y2+1)7 ) T (@2 +y2 D)7
82 f / 2(22—y?+1)

of = (2 ) =2 "¥7)
oy? (z,y) = (;c2+y2+1>y T (a4

Se observa ca ), (z,y) = f,u (x,y). In general, aceste derivate partiale de ordinul al doilea nu sunt egale.
Urmatorul criteriu stabileste conditii suficiente pentru ca derivatele partiale mizte sa fie egale.

Teorema 1.1.1. (Schwarz). Daca functia f : D — R, D domeniu, D C R™ , are derivate partiale de

2 2
ordinul doi mixte 638];' §t af afzw 1,7 € {1,...,n}, i # j, intr-o vecindatate V a punctului a € D si
1O jOTi

N2 2

daca aceste functii derivate partiale de ordinul doi mizte o f $i 9°F _ sunt continue in a atunci are loc
Ox;0x OxjO0x;

egalitatea:

(0= )
8x¢8xj o axﬁxl ’

Propozitia 1.1.5. Daca functia f : D — R, D C R" are derivate partiale de ordinul doi mizte % §t
PO
%, i,j€{l,...,n}, i#j, pe D i sunt functii continue pe D atunci ele sunt egale pe D adica

02 f o2 f

= D.
8mi8xj l‘) 85%(91’1 T re

Observatia 1.1.8. Conditia de continuitate a derivatelor mizte este esentiald.

Derivate partiale de ordinul 3 Fie D domeniu, D C R", i f: D — R o functie ce admite derivate
partiale de ordinul doi pe D . Atunci putem studia existenta derivatelor partiale de ordinul 3.
Daca derivata
0% f
3xi8zj

:D—R (ije{l,...,n})
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este derivabild in raport cu z; (k € {1,...,n}) in punctul ¢ € D, numim derivata partiald de ordinul al
treilea in punctul @ a functiei f In raport cu variabilele x;,z;, z; (in aceastd ordine) numarul

agf not .y _ 0 82]0
Ox;0x 0y, (a) = LiLj Tk (a) = Oz <8mi8xj) (a).

Daca cel putin doi indici dintre 4, j, k sunt diferiti derivata se va numi mixta. In caz contrar, adica i = j = k,
se obtine derivata de ordinul 3 in raport cu aceiasi variabila z; (i =1,n), % (a) = fm/;?’” (a).

Concluzia Teoremei lui Schwarz ramane adevarata i pentru derivatele partiale mixte de ordin mai mare
ca doi. De fapt, In ipoteza continuitatii acelor functii derivate mixte de ordin superior, importanta este nu
ordinea 1n care se face derivarea ci variabilele in raport cu care se face derivarea si de cate ori se deriveaza in
raport cu o variabila. De exemplu avem ca

o3f o3f o3f

0220y  Oxdydr Oyl

Exemplul 1.1.9. Fie functia f : Rx (0,00) — R datd de f (z,y) = xIny
Derivatele partiale distincte de ordinul doi, trei se calculeaza astfel:

Calculam mai intai derivatele partiale de ordinul intdi
0@ _ (zny), —lny, % (v.y) = (zlny), =
Calculam derivatele partiale de ordinul doi distincte
I = 2 (3 (@,y) = & (ny) =0
T = 5 (B @) = 5 (ny) = § = S50

Oy Ox
o° f(x, 0 of z — T

Calculam derivatele partiale de ordinul trei distincte

B
9
dy

8° 9
5t @) = & (54 @) = £ © =0
83 63 83 62
52 by (0,9) = 5ot (@.1) = 5tz (0,9) = £ (34 (@) =
=5 (0)=0
3 f a3 f

33 8 82

0z 0y2 (3371/) = Jydzdy (mvy) = Wéf)x (xay) = oz (ay]; ($7y)) =

— 9 (_L) - _ 1

- ox y2 - y2

o3 22

S ) = &5 (5 @) = 5 () = 3
Observatia 1.1.9. In mod analog se pot defini derivate partiale de ordin mai mare ca trei.
Diferentiale de ordin superior

In paragraful 1.1.2 a fost introdusa notiunea de diferentiald a unei functii in punctul a, notata df -

Aceasta este data de df(q) : R" — R, df(q) (h) = > % (a) h;

i=1
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sau daca notam cu dx = (dx1,dzs, ..., dz,,) cresterile argumentelor atunci

df (o) (dz) Z o (@) di.

De asemenea, am introdus operatorul de diferentiere

0 0 0
d=—d —d —dzx,
521 T oyt T B,
cu ajutorul caruia se poate scrie
0 0 0
df(a) = (81dl'1 + o 2d$2 + ...+ axndl‘n> f (CL) .

Definitia 1.1.8. Fie D domeniu, D C R", a€ D si f: D — R

1) Spunem ca f este de doud ori diferentiabild tn punctul a sau ca are diferentiald de ordinul doi in
a daca f admite derivate partiale in raport cu toate variabilele pe o vecinatate V' a lui a gi functiile
derivate partiale % yi€1,...,n, (considerate pe V N D) sunt diferentiabile in a.

2) Spunem ca functia f este diferentiabild de k ori in punctul a, sau cd are diferentiald de ordinul k
in a daca toate derivatele partiale de ordinul k — 1 ale lui f exista intr-o vecinatate V' a lui a gi sunt
diferentiabile in a.

3) Spunem ca functia f este diferentiabild de k ori pe domeniul D dacd este diferentiabila de k ori in fiecare
punct din D.

Prezentam in continuare (fard demonstratie) un rezultat care ne da conditii suficiente pentru ca o functie
sa fie de k ori diferentiabila intr-un punct.

Teorema 1.1.2. Fie D domeniu, D C R", a € D si f: D — R.Daca f are intr-o vecinatate V' a lui a
toate derivatele partiale de ordinul k si daca aceste functii derivate partiale sunt continue in a, atunci f este
diferentiabila de k ori in a.

Dacd f: D — R, D C R?, a = (a1,as) si daca f este o functie de trei ori diferentiabila in a atunci

>*f *f >*f
df((llaz)(dmdy) 82()d +288y()dd+82()dy7
respectiv
df, (dx,dy) = or (a) dz® +3 °f (a) dx’dy +
(a1,02) (65 AY 02 022y Y
>*f >*f
+38x8y2( a) dxdy? +ﬁ(a) di?.
Diferentiala de ordinul k£ in punctul a se definegte prin egalitatea
) ) ) )
k
= |— — it — 1.

d” fq) (dz) o, dxy + Ds dro + ...+ . dz,, f(a), (1.6)
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unde dz = (dx1,dzs, ..., dz,,) iar (k) reprezintd puterea simbolica-formala, dupa care se dezvolta suma din
paranteza si apoi se inmultegte formal cu f (a).
Relatia 1.6 pune in evidenta operatorul de diferentiere de ordinul k.

0 0 0 (k)
k + —
"= <8m1 da: Oxo dva ... 0xy, dxn)

care este (formal) puterea de ordinul k a operatorului de diferentiere de ordinul intai. Ridicarea la puterea
simbolica conduce la expresia:

k! OF f (a)
d* fioy (dz) = Ej da*rdxk? . daFr
Jia) (d2) o T o Bl kel Rl ol gk !

Exemplul 1.1.10. Scriem diferentialele de ordinul unu, doi si trei pentru functia: f : R x (0,00) — R
prezentata in exemplul 1.1.9.
Diferentiala de ordinul unu este

0 0
df(al,lm) (dx’dy) l (alaa2)dx+ i (a17a2) dy =

ox dy
= Inasdr + %dy.
a2
Diferentiala de ordinul doi este

0% f 0% f

de(al,az) (dx,dy) = 922 (a1, a) dz? + 28:13 a9 (a1,a9)dxdy +
82 2 2 ay 2

+8T/2 (ay,a2)dy” = gdac dy — a—gdy .

Diferentiala de ordinul trei va fi

3 2a
& f1a, ) (do, dy) = = dae dy? + ZZ-dy.
as %)

1.2 Extremele functiilor de mai multe variabile

Optimizarea matematica se ocupa cu selectarea celui mai bun element dintr-o multime de alternative dispo-
nibile. In particular, aceasta Inseamna rezolvarea unor probleme in care se cautd extremele (maximul sau
minimul) unei functii reale.

In acest capitol vom studia problema calculului extremelor unei functii reale de mai multe variabile reale,
precum si aplicatii ale acesteia in domeniul economic, precum problema gestiunii stocurilor sau ajustarea
datelor experimentale.

1.2.1 Extremele functiilor de doua variabile

Definitia 1.2.1. Fie f o functie de doud variabile f : D — R, D C R? si (z9,90) € D un punct interior.

Functia f admite un punct de extrem (maxim sau minim) in punctul (zo,yo) dacd existd o vecindtate

V' a punctului (xo,y0) astfel incat oricare ar fi un punct (x,y) din V(D sd avem
f(x,y) — f(xo,90) < 0, pentru (xo,yo) punct de mazim;

1.7
f(z,y) — f(xo,y0) > 0, pentru (zo,y0) punct de minim. (1.7)
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Observatia 1.2.1. Punctele de extrem corespunzdtoare definitiei de mai sus sunt puncte de extrem local
(maxim local sau minim local).

Exemplul 1.2.1. Fie functia de doud variabile f : R? — R,
flay) =2° +y° - 3zy.

Punctul (1,1) este un punct de minim local pentru f, deoarece

flx,y) — f(1,1) >0

pentru orice (x,y) intr-o vecindtate V' a acestuia. Vom vedea in Exemplul 1.2.3 cum se determind punctul
de extrem (1,1).

Teorema 1.2.1. (Conditii necesare de extrem local)
Dacd functia f : D — R, D C R? are derivatele partiale de ordinul intdi f! si fy’ continue pe o vecindtate
V' a unui punct (xg,y0) interior domeniului D si dacd (xq,yo) este un punct de extrem local, atunci avem:

fxl (x(hyo) :Oa fy/ (manO) =0 (18)
Demonstratie. Presupunem ca (xg,yo) este punct de maxim local. Atunci
fzyo) — f(zo,y0) <0
f(zoy) — [f(zo,yo) <0,

adica functiile partiale (de o singura variabila)

h(z)=f(z,90), g(y) = f(x0,y)

au In punctele xz si yo valori maxime locale. In baza teoremei lui Fermat, derivatele functiilor h si g se
anuleaza in xq, respectiv in yq, adica avem

h'(zo) = f'(z0,90) =0

9 (o) = " (w0,40)=0.
In mod analog se arati c& daci (20, yo) este un punct de minim local pentru functia f (z,y) atunci au loc
conditiile (1.8). O

Definitia 1.2.2. Punctele domeniului D in care derivatele partiale f, si fy’ ale functiei f se anuleaza, se
numesc puncte critice sau puncte stationare ale acestei functii.

Exemplul 1.2.2. Fie functia f : R? = R,
flzy) =2 +y° - 3ay.

din Exemplul 1.2.1. Calculam punctele critice ale lui f. Acestea sunt solutii ale urmatorului sistem de ecuatii

gj:ﬁ=3(a:2—y)20
{ fy’—éif:?)(gﬂfx):().

= 3y

Solutiile reale ale sistemului sunt (punctele) (1,1) si (0,0), acestea fiind cele doud puncte critice ale lui f.
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Observatia 1.2.2. Natura punctelor stationare, deci a punctelor din domeniul D ce sunt solutii ale sistemulus
de ecuatii (1.8), se va preciza prin intermediul conditiilor suficiente de extrem local, care vor rezulta pe baza
Definitieir 1.2.1.

Teorema 1.2.2. (Conditii suficiente de extrem local)

Fie functia f : D — R, D C R2. Presupunem cd f are derivatele partiale de ordinul intdi si doi continue
pe o vecinatate V- a unui punct (xo,yo) interior domeniului D. Daca (xo,yo) este un punct critic (stationar)
al functier f, atunci folosind urmdtoarele notatii

*f o*f *f
A= @ (x()vyo)’ B = aTay(anyO)v C= Tzﬂ(l‘o,yo), D= B2 —AC.

avem urmdtoarele situafii:
1) Daca D <0 si A >0 atunci (xo,y0) este un punct de minim local;
2) Daca D <0 gi A <0 atunci (zo,yo) este un punct de mazim local;
3) Daca D > 0, atunci (zo,y0) nu este un punct de extrem;

4) Daca D =0, atunci studiul naturii punctului stationar (xo,y0) se face cu ajutorul derivatelor partiale de
ordin superior lui doi.

Exemplul 1.2.3. Fie functia f : R? = R,
flay) =2° +y° - 3zy.

din Exemplul 1.2.1 i 1.2.2. Determinam extremele functiei f.
Natura acestor doud puncte stationare (1,1) si (0,0) ale lui f se va stabili utilizand conditiile suficiente
de extrem. Avem:

fia =62, =6y, £/} = 3.

Pentru punctul stationar (1,1) avem:
fr (1,1) =6, f2 (1,1) =6, f,(1,1) = =3 si

D=9-36=-27<0, A=6>0,

deci punctul (1,1) este un punct de minim, iar
fom=f(1,1)=1+1-3=—1.

Pentru punctul stationar (0,0) avem D =9 si deci acest punct nu este un punct de extrem.

1.2.2 Extremele functiilor de n variabile (n > 2)

In cazul functiilor de n variabile avem o extindere fireasca a Definitiei 1.2.1.
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Definitia 1.2.3. Fie f : D — R, D C R" o functie de n variabile reale si 2° = (:c?,x% e ,x%) un punct
interior lui D. Vom spune ca funclia f admite un punct de maxim local sau minim local in punctul

20 daca existd o vecindtate Vyo a acestui punct astfel incat sa avem

flx)—f (xo) < 0, pentru 2° punct de maxim
flx)—f (xo) > 0, pentru 2° punct de minim

pentru orice punct © = (x1,%a,...,2T,) € Ve [ D.

Observatia 1.2.3. Punctele de extreme definite mai sus sunt puncte de extrem local. Daca n = 2 atunci
regasim definitiile prezentate in cazul unei functii de doua variabile. Conditiile necesare si suficiente de
extrem pentru functiile de n variabile vor fi sintetizate in teoremele ce urmeazd.

Teorema 1.2.3. (Conditii necesare de extrem)

Fie f o functie definitd intr-o vecindtate Vyo a punctului z° = (x(f, cory o29). Dacd acest punct este
un punct de extrem al functiei f si dacd in acest punct exista derivatele partiale de ordinul intai fm’j, j=1,n,
atunci ele sunt egale cu zero, adica avem:
of _of 0 0

1, T9, ... x,) =0,Vj=1n. 1.9
8x] ( 835] ( 15025 n) J (1.9)

Definitia 1.2.4. Punctele in care sunt indeplinite conditiile necesare de extrem ale functiei f se numesc
puncte critice (sau stationare) ale functiei.

Exemplul 1.2.4. Fie functia de trei variabile f : R3 — R,
flzyy,2) =2+ + 22 +2 — 22

Calculam punctele stationare ale functiei f. Avem sistemul de ecuatii

= 241 = 0
= 2z2-2 =0

care reprezinta conditiile necesare de extrem ale functiei. Rezolvand acest sistem de ecuatii obtinem doar o
solutie
1

$0:*§7y0:0,20:1

s1 deci gasim punctul stationar (xo,yo,20) = (—%,O7 1).

Teorema 1.2.4. (Conditii suficiente de extrem)
Fie f o functie de n variabile definitd intr-o vecindtate Vyo a punctului z° = (m?,x%,...w%) §icu
derivatele partiale de ordinul doi continue in vecindtatea Vyo. Dacd z° este un punct stationar al functiei f

$1

d? [0y (dz) Z 8%8% dxldxj >0 (respectiv <0), Vdx # 0

1,j=1

atunci punctul x° este un punct de minim local (respectiv punct de maxim local). Dacd d2f(z0) ia valori de
semne diferite, atunci punctul 2° nu este punct de extrem.
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Observatia 1.2.4. Teorema de mai sus ne arata ca pentru a stabili natura punctelor stationare, deci natura
punctelor care sunt solutii ale sistemului de ecuatii

0 .
a—f(xl,zg,...,xn):fx; (x1,22,...,%5,...,0p) =0, j=1,n

J

trebuie sa determinam diferentiala de ordinul doi corespunzatoare functiei f

2
d*f(dz) = gédm%

82
dw%—i—...—&—aT];dxi—i—

02y

+
0x3

o f o f
+2 (3I18I2 dxldl'z + ...+ denldmn)

$1 apoi sa stabilim semnul ei in care rolul variabilelor este jucat de cresterile (dxy,dxs, . .., dx,,), pentru fiecare
punct stationar.

Exemplul 1.2.5. Fie functia de trei variabile f : R — R,
flay2) =2 +9y°> +22+2—22

din Exemplul 1.2.4. Calculam diferentiala de ordinul doi a lui f si incercam sa-i stabilim semnul.
Calculam mai intai derivatele partiale de ordinul doi ale functiei:

Pl =l = =L = =0, f =2, fl = £l =0, L1 =2,
Diferentiala de ordinul doi in punctul stationar (xo,yo, 20) = (%, 0,1) este
d2f(xo,y0,zg) (dm,dy,dz) = fz/; (1'072/0720) diC2 +fylé (‘r07y0a20) dy2 +
+152 (0,90, 20) d2* + 2f,, (0,0, 20) dady +

+2 £, (x0, 90, 20) drdz + 2 f, (0, 0, 20) dydz
= 2dz* + 2dy? + 2d2* > 0.

Conform Teoremei 1.2.4, punctul (zo, Yo, z0) = (%,O7 1) este punct de minim local.

Observatia 1.2.5. Pentru fiecare punct stationar z° diferentiala de ordinul doi (3.2.3) poate fi scrisd sub
forma matriceala

5 o2f o f day
31% Ox1 0o o x0Ty, d;[2
) o2 f o*f _o’f
P f(u0)(d2) = (dw das, .. duy) - | Fosom 07 Pesdan
ST TR |
Oxp Oz Oz Oxo e 8:0% 20 dxn
H(zY)

unde matricea pdtratica si simetrica de ordinul n se numeste matricea hessianda asociatda functiei f in
punctul stationar z° si se noteazd H (:vo).
Introducand notatiile
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0% f ,
asj = f:n/sla:] (xo) = 33398% (xo)ﬂ S,) = 17”)

matricea hessiana H (mo) are forma:

ail a1 Lo Q1n
a1 a2 N )]

H (IO) _ n ,
ap1  An2 ... Odnn

care este o matrice simetrica deoarece sunt indeplinite conditiile din teorema lui Schwarz, deci avem egalitatile

e e —
Usj = fooa, = foja, = js, V8,5 = 1,1
411 G1g a1 a2 a13
Noténd prin Al = aiy, A2 = a a , A3 = a1 a9 ass gee ey
21 22
asy asz2 as3
a1 ai2 AT
a1 aso ... a2
A, = "
ap1  Ap2 ... Qdnn

minorii principali ai matricei H(2°), putem formula criteriul lui Sylvester.
Teorema 1.2.5. (Criteriul lui Sylvester)
1) Daca minorii principali ai matricei hessiene H (xo) sunt pozitivi, adica sunt indeplinite inegalitatile:
Ay >0, Ay >0, A3>0,..., 4, >0, (1.10)
atunci punctul stationar z° este un punct de minim al functiei f.

2) Daca minorii principali ai matricei hessiene H (xo) au semne alternate, incepand cu semnul minus, deci
daca avem:

A; <0, A3 >0, A3 <0,...,(-1)" A4, >0, (1.11)
atunci punctul stationar z° este un punct de mazim al functiei f.

Observatia 1.2.6. Pentrun = 2, deci dacd este vorba de extremele unei functii de doud variabile f matricea

hessianda are forma
" 1"
w5 Se) (4
Toxq fx% |x0

Daca sunt indeplinite conditiile (1.10), obtinem
Ay =A=f5")>0, Ay=(AC-B*)=-D>0

si deci punctul x° este un punct de minim pentru functia f.
Daca sunt indeplinite conditiile (1.11), obtinem

Ar=A=fi@") <0, Ay=(AC-B’)=-D>0

si deci punctul x°este un punct de mazim pentru functia f.
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Exemplul 1.2.6. Fie functia de trei variabile f : R — R,
flay,z) =2+ 9> +2° 40— 22

din Exemplele 1.2./ gi 1.2.5. Determinam extremele functiei f folosind criteriul lui Sylvester.
Matricea hessiana asociatd functiei [ in punctul stationar (xo, Yo, 20) = (%, 0,1) este

2 0 0
H(fo,yo,zo) = 020
0 0 2

Deoarece sunt indeplinite conditiile

A1:2>0, 142:4>07 143:8>O7

conform cazului 1) din criteriul lui Sylvester rezultd cd punctul stationar unic al functiei f este un punct de
minim local pentru functia data si avem

fmin = f(fEO,yO,Z()) = f (_;70, 1) = —%.

1.2.3 Ajustarea datelor experimentale

Sa presupunem ca intr-un proces concret participa doud marimi masurabile ale caror valori sa fie notate cu
x si y. Dependenta dintre cele doua méarimi poate fi descrisa de o functie f : R — R cu ajutorul relatiei
y = f(x). Determinarea functiei f este o problema centrald in orice gtiingd experimentald. Informatii utile
in rezolvarea acestei probleme sunt perechi de valori determinate experimental pentru cele doua marimi, dar
si cunoasterea tipului dependentei respective.

Valorile determinate experimental sunt in mod obiectiv afectate de erori de masurare. Recunoagterea
acestui fapt subliniaza importanta cunostintelor teoretice despre procesul in discutie.

In cele ce urmeazi vom considera un procedeu de determinare a unor functii care sa constituie aproximari
acceptabile pentru functia f numite ajustarea datelor experimentale.

In ajustarea datelor experimentale se accepta cd dependenta este de un anumit tip (de exemplu y = Py, (),
unde P, este o functie polinomiala de grad cel mult m) si se cauta acea dependenta care ,ajusteaza” cel mai
bine valorile determinate experimental.

In continuare, pentru a folosi limbajul uzual in teoria aproximarii, vom utiliza termenul de polinom si
cand este vorba de functie polinomiala.

Metoda celor mai mici patrate

Sa presupunem ca legile teoretice care guverneaza procesul in care apar cele doua marimi masurabile ne
asigura ca dependenta dintre aceste doud marimi este descrisa de relatia y = f(x), unde f € F, unde F este
o clasa precizata de functii reale de o variabila reala. Se pune atunci problema determinarii acelei functii f
din clasa F care da cat mai bine dependenta lui y de x in procesul concret respectiv.

Sa admitem ca n observatii experimentale asupra procesului respectiv dau pentru = si y valorile din
tabelul urmator:

x‘xl X2 In
ylw v o um
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Problema puséa revine la determinarea functiei f din clasa F ale carei valori in punctele x1, 2, ..., 2, ,sa
se apropie cat mai mult” de datele determinate experimental.
O masura a ,apropierii” functiei f de datele experimentale este

n

Z(f(xz) - yz‘)Q-

i=1
Definitia 1.2.5. Determinarea functiei f din clasa F pentru care expresia

n

Z(f(xi) - yi)2

i=1
are cea mat mica valoare posibila se numeste ajustarea datelor experimentale din tabelul

l“l‘l X9 Tn
ylwv v - m

cu metoda celor mat mict patrate.

In cele ce urmeaza vom considera cazul cand F este clasa functiilor polinomiale de grad cel mult m in
nedeterminata x, adica

]-'z{Pm(x):a0+a1m+a2m2+...+amxm\ ar € R, k:O,m}.

A determina functia f revine atunci la a determina coeficientii ag, ay, ..., Gm,.

Notam
n

F(ag,a1,...,am) = Z(Pm(ﬂfi) —y)%
i=1
Problema pusa se reduce atunci la problema determinarii punctului de minim al functiei F', de unde si numele
metodei.
Punctele stationare ale functiei F' sunt solutiile sistemului

F(; (ao,al,...,am)zo, jZO,m

J

Efectuand calculele si facand urmatoarele notatii

n n
- l
S| = Z‘rz sl 6 = in%‘a
i=1 i=1
se ajunge la
m
’
Faj<a07a'17"'7a’m) =2 Zsk+jak _tj ’

k=0

astfel Incat sistemul care da punctele stationare ale functiei F' este

m
E skJrjak:tjv Jj=0,m,
k=0
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adica
Soag + S1a1 + -+ Sy = To
s1ag + 82a1 + -+ Spa1Gm = 1y

Smao + Sm+101 + -+ SomQm = tnL-

Acest sistem este numit sistemul normal.
Sistemul normal poate fi scris daca se cunosc sumele sg, s1, ..., Sop, si sumele g, t1, ..., L. Aceste sume

pot fi determinate completand tabelul urmator

0 i 2 2 0 i
Ly | Ly | g "y | iy | |
p) 7
1 | @ | 29 ™ Y1 T1Y1 "
2 2
1 | zo | 25 x5™ ) T2Y2 z3'Y2
2 2m s
1 LTy | Ty, xnm Yn TnYn x:znyn
D | s0 | 51| s2 | | som to tq e tm

in care coloanele =} si 20y; sunt date de tabelul de date experimentale

Yyl Yy Y2 T Yn

restul coloanelor se pot determina usor, (0° va fi interpretat 1), iar in ultima linie figureaza sumele
elementelor din cele n linii precedente.
n

x‘xl Ty 0 Tp

Tinand cont de faptul ca s; = Y. at, | = 0,2m, se poate ariita ci determinantul sistemului normal este
i=1

diferit de zero, adica

80 81 ... sm

51 52 Tt Smtl #
0,

Sm Sm+1 et Som,

deci sistemul normal este un sistem compatibil determinat.

Fie (ao,a1,...,am) solutia unicd a sistemului normal. Atunci punctul (@g,as,...,a,) este punctul
stationar unic al functiei F.

Avand 1n vedere ca F este o suma de patrate:

n

F(ag, a1, am) = Z(Pm(wz) — i)

i=1

se poate arata ca daca F' are un punct de extrem finit atunci el este punct de minim si ca punctul stationar
(@o, @1, ..., qn) este intotdeauna punctul de minim al functiei F.

In acest fel, etapa a doua a procedeului de determinare a extremelor functiei /' nu mai trebuie par-
cursa si deci polinomul (de grad cel mult m) care ajusteaza in sensul metodei celor mai mici patrate datele
experimentale considerate este

P (x) =g + @1z + Goz® + - - - 4 Ga™.
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Observatia 1.2.7. Daca m = 1, in locul expresiei ,sa se determine polinomul de ajustare de grad cel
mult unu”, se mai utilizeaza expresia ,sa se ajusteze cu o dreaptd”, iar daca m = 2, in locul expresiei ,sd
se determine polinomul de ajustare de grad cel mult doi”, se mai utilizeazd expresia ,sa se ajusteze cu o
parabold”. Aceste exprimari se bazeazd pe faptul cda imaginea geometrica a unui polinom de gradul intdi este
o dreapta, iar imaginea geometricd a unui polinom de gradul doi este o parabola.

Exemplul 1.2.7. Sa se ajusteze cu o dreapta si cu o parabola datele experimentale din tabelul

1. Pentru ajustarea cu o dreapta,

s0a0 + s1a1 =t
= 1 =
m ’ f ao + ", { S1ag0 + S2a1 = tl
2. Pentru ajustarea cu o parabola,

Spag + s1a1 + s2a2 = 1o

2
m=2,f=ap+ a1x + ax*,{ S1a0 + S2a1 + S3a2 = t1
$2aq + $3a1 + Sgaz = to

Pentru calcularea valorilor sq, s1, s2, S3, to, t1 si to, folosim tabelul

2 al 2?2 ol |y oy oyl
1 -1 1 -1 1/]-3 3 -3
1 0O 0 0 O 1 0 0
1 1 1 1 1 0 0 0
1 2 4 8 16| 3 6 12
4 2 6 8 18| 1 9 9
S0 s1 sy 83 84| log ta
1. Pentru m =1, f = ag + a1 §i sistemul normal este: { ;123 I 221 ; El)

Solutia unicé a sistemuluieste (ag,a1) = (-2, ).

Polinomul de ajustare de grad cel mult 1 este

Dreapta de ajustare are ecuatia: y = —% + %x.
2. Pentru m = 2, f = ap + a12 + as2? si sistemul normal este

dag + 2a1 + 6as =1
2ag9 + 6a1 + 8as =9
6(10 + 8(11 + 18&2 =9
Solutia sistemului: (@o,a1,a2) = (— 55, 53, — ).
Parabola de ajustare are ecuatia
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Observatia 1.2.8. In aplicalii se utilizeaza, pe langa functiile polinomiale, si functiile exponentiale, logarit-
mice, trigonometrice, etc. Evident, tn asemenea cazuri sistemul normal este altul mai complicat si mai dificil
de rezolvat.

1.3 Integrale Euleriene

Sub denumirea de integrale euleriene vom studia trei integrale improprii des folosite in teoria probabilitatilor
si in diverse alte domenii ale matematicii aplicate.

1.3.1 Integrala lui Euler de speta intai. Functia beta

Definitia 1.3.1. Se numeste integrala lui Euler de speta intdai integrala

1
/ P71 — )9 N,
0

care pentru p < 1 este o integrala improprie avand ca punct critic pe 0 si pentru q < 1 este o integrala
improprie avand ca punct critic pe 1.

Observatia 1.3.1. Integrala improprie

1
/ P71 — )9 e
0
este convergenta daca p > 0 si ¢ > 0 $i este divergenta in celelalte cazuri. De fapt dacap > 1 i ¢ > 1 atunci
ea este o integrald propriu-zisd (proprie).

Definitia 1.3.2. Functia reald de doud variabile reale B : (0,00) x (0,00) — R definita prin relatia

1
Blpa) = [ 211 ),
0
se numeste functia lui FEuler de speta tntdi sau functia beta.

Proprietati ale functiei Beta
1
(B1) B(p,1) = -
p
intr—adevér7

all

1 1
B(p,1) =/ xp_l(l—x)l_ldx:/ o !
0 0 p

0

In particular, pentru p = 1 se obtine

B(1,1) =1.
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w3 8(11) -

Intr-adevar, avem

B(l 1) /1 L_l(l )l_ld /1 1 d
-, = = a’jQ — X 2 €Tr = —_— J;’
2°2 0 0o Va(l—x)

integrald pe care o putem calcula utilizand substitutia lui Euler

z(1—z) =tx,
de unde se gaseste
1
= t =
v =elt) 142
—2t
si deci ¢/ (t) = ——.
© (14 ¢2)?
Pentru ca x = 0 trebuie ca ¢t = oo si pentru ca z = 1 trebuie ca t = 0.

Deci

! 1 L | —2t |
o Vr(l—z) oo by (1+12) oo 1+

< 1 ~ T

(B3) B(p,q) = B(q,p).
intr—adevér, avem

1
B(p,q) = / P71 — )9 e
0
din care, faicAnd substitutia x = ¢ (t) = 1 — ¢ se obtine

B(p.g) = / (1= )P~ = (1= )1 (1 — )dt =

1 1
= f/ (1—t)P~ 1t 1at = / t171 (1 — )P ldt =
0 0

1
— [(e - ot = Blap),
0

(B4) Daca p > 1 atunci
p—1
B(p,q) = -2~ _B(p—1,q).
(pq) Prap— (r—1,9
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intlr—adevér7 daca integram prin parti punand
fl@)=a""" s ¢'(z)=(1—a)"

obtinem

1 -
— (1 —
B(p,q) :/ aP N1 —z) " e = 2P g —A-a
0 q 0

[ xp—QMx:
/O(p 1) . . d

B(p,q) =——1[B(p—1,9) = B(p,q)],
din care se obtine imediat
p—1
B(p,q) = —B((p—1,q).
(p:q) P— (r—1,9)

Mentionam c& ipoteza p > 1 este necesara pentru ca p — 1 > 0 i deci B(p — 1, q) s& existe.

Proprietatea (B4) demonstratd aici permite micsorarea cu o unitate a primului argument al functiei B.
Ea poate fi utilizata succesiv atata timp cat primul argument raméane pozitiv.

(B5) Daca ¢ > 1 atunci

q—1
B(p,q) = ————B(p,q—1).
(P q) P— (p.g—1)

Aceasta proprietate rezultd ugor din proprietatile (B4) si (B3). Intr-adevir, avem succesiv
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B(p.g) = Bla.p) =~ Blg—1,p) = —L—

="~ Bpq-1).
pap— p+q71(pq )

Proprietatea (B5) permite micgorarea cu o unitate a celui de al doilea argument al functiei B. Ea poate
fi de asemenea utilizata succesiv atata timp cat al doilea argument ramane pozitiv.

Observam astfel ca prin utilizarea convenabild a proprietétilor (B4) si (B5) se poate calcula B(p, q)
pentru p > 1 si ¢ > 1 daca se cunoaste B({p},{q}), unde {z} noteazi partea fractionara a lui x.
Exista tabele cu valori ale lui B(p,q) pentru 0 < p <1 0<q<1.

Exemplul 1.3.1. Ezemplu de utilizare a proprietatilor (B4) si (B5):

31 1_/1
B %5 =52+——B §,L§ =-B ,§ =
272 S+2-17\2 2 6 \2'2

13 3-1 13 1 31 (11
=_.-. Blz,--1)=-----B =
6 4 14+3-17\2"2 6 4 2 \2'2
131 1
—_ — e — & — . m = —T
6 4 2 16

(B6) Dacia m € N* si n € N* atunci

m — 1)l (n —1)!
lﬂmm):(onﬁJnR

Aceasta relatie rezulta din utilizari succesive ale proprietatilor (B4) si (B5). De exemplu:

4! 3! 1
B(5,4) = =—
(5,4) 8! 280
(B7) Daci 0 < p < 1 atunci
™
sin pm

1
Omitem aici demonstrarea acestei proprietati. Din (B7) se obtine imediat (B2) ludnd p = —

(i i-Ly__7
2 2 sin %
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1.3.2 Integrala lui Euler de speta a doua. Functia gama

Definitia 1.3.3. Se numeste integrala lut Euler de speta a doua integrala

oo
/ z¢ e %z,
0

care este o integrald improprie (avand limita superioard de integrare co) si in plus dacd a < 1 are punct critic

st pe 0.

Observatia 1.3.2. Integrala improprie fooo xP~le~%dx este convergentd dacd p > 0 si este divergentd dacd

p <.

Definitia 1.3.4. Functia reald de o variabild reala I" : (0,00) — R definita prin relatia

(o)
T'(p) = / 2P le " da.
0
se numeste functia lui Fuler de speta a doua sau functia gama.

Proprietati ale functiei Gama

(I'1) T(1) = 1.

Intr-adevar, avem

(T'2) Dacd p > 1, atunci

L(p)=(@—-1DT({p-1).

Intr-adevir, daci integriim prin parti punand f(z) = 22! si ¢/(z) = e~ %, avem succesiv

o0

L(p) :/0 2P le ™ dy = 2P (—e7?) A

— oo
P~ 1

+

xT
€ o

- [T v et = -

+(p—1) /OOO 2P 2e " de = (p— 1)I(p — 1).

Mentionam ca ipoteza p > 1 este necesard pentru a exista I'(p — 1).

Proprietatea I'2) permite micgorarea cu o unitate a argumentului functiei gama. Prin utilizari succesive

ale acestei proprietati, calculul lui I'(p) pentru p > 1 poate fi redus la calculul lui T'({p}).

Exista tabele cu valori ale functiei gama pentru 0 < p < 1.
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(T'3) Daca m € N*, atunci

I(m) = (m—1)!
Proprietatea I'3) sugereaza faptul ca functia gama este o generalizare a factorialului.
Observatia 1.3.3. Dacd in proprietatea B6) a functiei beta,

(m—1)!(n—1)!
(m+n-—1)!

B(m,n) =

)

utilizam in locul factorialului valori ale functiei gama date de proprietatea I'3) obtinem
['(m)T (n)

v N*.
T (m +n) , vm,n e

B(m,n) =

(T'4) Aceasta relatie dintre functiile beta gi gama raméane adevarata si pentru argumente reale, adica are loc
proprietatea

L'(p)T (q)
I'(p+q)

cunoscuta sub denumirea de relatia lui Euler.

(T'5) r<1>vﬁz

2

B(p,q) = ,Vp>0 s Vg>0

. 1
Intr-adevar, daca in relatia lui Euler luam a = b = > obtinem

11
Dar B (2, 2) =, iar T'(1) = 1, deci

1
din care rezultd T’ <2> =./7.

1.3.3 Integrala Euler-Poisson

Definitia 1.3.5. Integrala improprie

o0 2
/ e " dx
0

Observatia 1.3.4. Prin calcule elementare se gasesc urmdtoarele rezultate

> 2 o z2
/ e dr =1 si / e 7 dxr =+2m.
— 00

— 00

se numeste integrala FEuler-Poisson.
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1.4 Exercitii si probleme rezolvate

Problema 1.4.1. Folosind definitia sd se calculeze g—i, % in punctele precizate, pentru functia de mai jos:

fz,y) =2 +y* +ay, (2,1)

flz,)—f(2,1) _ 1. (322+1+x)_(4+1+2) B
r—2 = lim =

Rezolvare. ‘(g—£(27 1) = lim

) z—2 z—2 z—2
o 2Pta—6 _ _
2 = mlr ) =9
ﬂ(Q 1) = lim fey)=F21) _ 45 (4+y°+2y)—(4+142) —
Oy ™2 y—1 y—1 y—1 y—1

. y24+2y—3 1 _
;1311 = ;ﬂ(y +3)=14

Problema 1.4.2. Sa se calculeze derivatele partiale de ordinul intai pentru urmatoarele functii:

a) f: D =R, f(z,y) = 2% +y* — 3axy

b) f:D =R, f(z,y) =2

¢) f:D—=R, f(z,y) =In (m—l— \/x2+y2)

(D este domeniul mazim de definitie.)

Rezolvare. a) %(x, y) = (2% + y* — 3azy) . = 22 — 3ay

8 (1,4) = (2 + 4 — Bazy)'y = 2y — Baz

/ . !/

b) G(ey) = (4), =% si gh(zy)=(4),=1

B = (i (o V) = b (o4 V) = 3
O grley) =Wzt Vet +y’)) = o B H Vet ) = e

I
af _ 1 ( 3 2) _ y
9y (z,y) a2 +y? Ve Tty y (“r 12+yz> Vaity?

Problema 1.4.3. Pentru a recolta capsunile de pe un teren cu suprafata de x1 ha sunt necesare xo ore de
munca pe zi. Dupd x3 zile de munca s-au recoltat y kg de capsuni. Intre aceste variabile exista relatia:

y= [(x1,22,23) = 5x%x2x§.

Sa se determine productivitatea marginald raportata la suprafata terenului, la numarul de ore de munca pe
21§t respectiv la numarul de zile de munca.

Rezolvare:

Productivitatile marginale (si in general costurile, beneficiile, castigurile marginale) reprezinta de fapt
derivatele partiale de ordinul T ale functiei care ne da productivitatea (respectiv costul, beneficiul, cagtigul
etc.)

In cazul problemei noastre vom avea:

fol (x1, 20, 23) = 10z 2223, productivitatea marginala raportatd la suprafata de teren,

Joa (T1, 20, 23) = 5rix3, productivitatea marginald raportatd la numarul orelor de munca / zi,

for (21,22, x3) = 1527223, productivitatea marginala raportata la numirul de zile de lucru.

Problema 1.4.4. Se considera functia de productie de tip Cobb-Douglas
[ (1, 20) = 5xixs  (v1,22 > 0).

Sa se determine ratele de schimbare partiale si elasticitatile partiale ale lui f.
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Rezolvare:
Pentru o functie f : R® — R se definesc:

/

x
pgf’”’) (z) = f;’“(( )) - rata de schimbare partiald a lui [ in raport cu xy,

x
respectiv

k[ (x

E;Ik) (z) = k;?’“)() - elasticitatea partiald a lui f in raport cu xy.

x

(Semnificatia economica a acestor marimi va fi studiata la alte discipline.)

In cazul nostru:

2.3/ :
) () = for () _ (52ia3), _ 10zaf 2
! f () Sz Srizs 1

2.3\
! f(z) Sz Srizs 1o

sunt ratele de schimbare partiale, iar

/ . 1 3
E5:’71) (z) = 1 facl (x) _ T SCU;I'Q
f(z) dxjws
5;932) (z) = 2 fuy (2) _ T2 152323 _3

f(z) Srix3
sunt elasticitatile partiale ale lui f.
Se observa ca aceste elasticitati sunt egale cu exponentii variabilelor x1, respectiv x5 din expresia functiei

f. Aceasta nu este o coincidenta, ci o proprietate a functiilor Cobb-Douglas. Astfel, pentru functia Cobb-

Douglas
y = [ (a1, 22) = Cafia},

semnificatiile sunt urmatoarele:

x71 - capitalul (poate fi notat cu K);

x9 - forta de munca (poate fi notata cu L);
y - productia;

C - factor rezidual;

«, B - elasticitatile lui y relativ la xq, respectiv zs.

Problema 1.4.5. Sd se scrie diferentialele de ordinele unu, doi si trei pentru functia f(z,y) = In(zy) cu
zy >0

Rezolvare. Derivatele partiale sunt:
Of(@wy) _ 1 Of(wy) _ 1

ox )’ oy Yy
Pfay) _ 1 Pfaw) g Pfaw) _ 1
Ox? -z dxzoy Oy? -y
flay) _ 2 i@y _ o Py _ g Py _ 2
Ox3 -z o0x20y ~— Oxdy? ~ dy3 Ty

3
Diferentiala de ordinul intai este: df (o) (d, dy) = afg;’y) dx + 8'féz7y) dy = Ldx + %dy
Diferentiala de ordinul doi este:
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B f(y (dz, dy) = ELED dx? + 22 CD) gy + TLED) g2 — — L da? — L dy?
Diferentiala de ordinul trei va fi:

(3) 3 3 3
A [y (dz, dy) = (%dw + a%dy) fla,y) = ZL@w) g 4 378856%’;’) dz?dy + 3%825’)dxdy2+
3 .
+8 g;ﬂéay) dy3 _ %dl‘g 4 y%dy?)
Problema 1.4.6. O fabrica produce doua tipuri de bunuri. Costul producerii acestor bunuri este dat prin

functia f(x,y), unde x siy reprezintd cantitdtile produse din fiecare tip de produs. Sa se minimizeze costul
cand

fz,y) = 2® +y> — 92y + 100.

Rezolvare. Pentru inceput determinam punctele stationare.

73%11’; =322~ 9y =0
z,
ayy =3y? -9 =0

Solutiile sistemului, adica (0,0) si (3,3), vor fi punctele stationare ale functiei f. Derivatele partiale de

ordinul doi vor fi | i
9 J(;S;,y) = 6z, Baf(ryy) =9, %) J(;Sg,y) = 6y

si deci diferentialele de ordinul doi calculate in punctele stationare vor fi
dzf(o,o)(d:r, dy) = —18dzdy

si d*f(3,3) (dz,dy) = 18da? — 18dxdy + 18dy>

0 -9

-9 0

Folosind aceasta matrice putem afirma c& punctul stationar (0,0) nu este punct de extrem local.
Matricea asociata celei de-a doua diferentiale este

A_<18 —9) _ (18 —9) ~ (18 0)_D
-9 18 $Li+Ly—Lo 0 % 1C14+C2—C, 0 2727 )

Din forma matricei D rezulta ca forma patratica asociata celei de-a doua diferentiale este pozitiv definita.
Deci punctul stationar (3,3) este un punct de minim local. Valoarea minima a costului este [y, = f(3,3) =
73.

Matricea asociata primei diferentiale de ordinul doi este A =

Problema 1.4.7. Fie datele numerice

x| -1 0 1 2
Y ‘ 2 1

Sa se ajusteze aceste date numerice:

a) printr-un polinom de gradul intdi (o dreaptd)

b) printr-un polinom de gradul doi (o parabold)

Rezolvare. a) Avem gradul polinomului m = 1, deci pentru scrierea sistemului normal trebuie calculate
sumele sq, $1, S2 si sumele ¢y §i t;.
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ap | @ | af | afyi | 2y

1 [-1]1 —2
1lofo] 1 0
11 1] 2 2
1|2 4] 11| 22

ST a1 216 16 | 22

Deci sg =4, s1 =2, so =6, tg = 16 si t; = 22. Sistemul normal este:

4CLO + 2@1 = 16
2(10 + 6(11 =22
Solutia unica a acestui sistem este: ag = 1—53, a; = 154
Atunci polinomul de ajustare de grad cel mult unu este P;(z) = Q + 41

dreapta de ecuatie y = 22 + %x.

x Jjar dreapta de ajustare este

b) Avand m = 2, pentru scrierea sistemului normal vom calcula sumele so = 4, s; = 2, s3 = 6, s3 = 8,

S4 = 18, to = 16, tl = 22, t2 = 48.
4ag + 2a1 + 6as = 16
Sistemul normal va fi: 2ag + 6aq + 8as = 22
6ag + 8ay + 18asy = 48
ce admite solut;ia unica ag = 1—10, a; = 1%,

Py(x) = 1—10 + Tox + 1 25 22 iar parabola de ajustare este parabola de ecuatie: y = 0,1+ 0, 3z + 2, 522

Problema 1.4.8. Sa se calculeze valorile functiilor lui Euler:

a)T(6), b)T(3), ¢)B(3.5), d)B(3.3). ¢ B(3.7)

Solutie:
a) T (6) = 5! = 120

DT =(G-DrE-D=3rE)=3G-0rG-1=
§lp(l)_M
S B=DI(-=1)! _ 214! 48 1

INEINE [N
d) B(2,1) = F(()+()) _ LAE g

T 3 - b
OB(LD =17 BGD=1BGD=taz=1%=-

Problema 1. 4 9. Folosind integralele euleriene sa se calculeze integralele:

) _ ¥z
a’)f m b) f2 x e? dx, C) fO 1+I2d_x

Solutie:
o=t dr=(b—a)dl

a)
. . . :I; = a’ : t = O
Limitele de mtegrare.{ —bh=t=1 }

) b . (b—a)dt =
Deci, [, = a)(b > =l Vo—a)t(b—a)(1—t) = Jy \/f(l Ol

Jitrr-t2dt=B(L L) =x
b) Facem schimbarea de variabila
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x—2=t = dx=dt Obtinem astfel:

[ we?  dr = [T (t+2) etdt = [[Stetdt+2 [[Tetdt=T(2)+T (1) =11+21=3

¢) Facem schimbarea de variabila

L) * 1 R +1+3-2
0 T o 1+1%,§(H) Tpdt =5 Jots 2 (L—t) o7 dt
=1t Sdt=1p(2 ly=—1p(Ll 2y_1 _ 1 _
=z lot73(1-1) Sdt—53(373>—53(3’3)—%15%—§§—\7/T§

1.5 Teme de control

1 1
1. Fie dreptele —26x + 7y = —56, Zx + 17y = =8, 6x — 13y = 126, —bx — §y =55, —13z + 19y = —39.

Gasiti pantele si interpretati rezultatele. Aflati punctele de intersectie cu axele de coordonate.

E’O 68 17 13 13
5 13 39 39
my = —5,,4(—11,0)73(0,—110)7 ms = l—g,A (13,0> B (0,—1?))

Raspuns. m; = 2—76,/1 (28 > ,B(0,—8), my = fi,A(732,0),B (0,8),m3 = E, A(21,0), B <0, 126),

2. Scrieti ecuatiile dreptelor pentru care folosim formula ”punct-pantd”: m=3 si (8, —5) € dr., m=1/2 si
(—10,12) € dr., m=-5si (3,—11) € dr.,, m=4/9 si (0,—6) € dr., m=-2/3 gi (0,49) € dr., m=23.5 si
(0,—70) € dr.

4 2
Rispuns. y = 3z — 29, y:§+17, y=—bw+d,y=ge—6y=—Zr+49,y=235 70
3. Scrieti ecuatiile dreptelor care trec prin urmatoarele 2 puncte: (—1,10) si (4,—5) € dr., (—6,—3) si
(9,7) € dr., (4, -5) si (10, —8) € dr.

2
Raspuns. y:—3x+7,y:7x+1’y:_f_3

3 2

4. Determinati valoarea maxima gi / sau minima a functiilor:
a) Cost marginal Cj(x) = 200 — 24z + 2°

1 9
b) Cost total Cr(x) = §x3 - 51‘2 + 14z + 22

83 104

Raspuns. a)Ci = Op(12) = 56, b)Chrin = Cr(7) = 5 Crae = Cr(2) = 3

5. Fie functia cerere in raport cu pretul unitar, iar a gi b sunt parametrii reali :
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b
—a-ln—
(c) @=a np

_53—]02
@) Q="

() Q=8p 1 +13

Exprimati pretul in functie de cerere si calculati valoarea marginald (derivata) acestuia.
-5, /@By

To/momno T as.38

b
Raspuns. p' = —b, p’ = —2ab+ b2Q, p' = fge*Q/“, o

6. Fie functia cerere exprimata in raport cu pretul unitar, iar a gi b sunt parametrii reali :
(a) @
(b) Q=
) Q="
) Q=
) @

( b+p
(d =6+ 8p + 3p?
2+p
(e T
3+ P
Calculati valoarea marginala a functiei cerere precum si elasticitatea cererii in raport cu pretul.
—pb —b —2p(4 + 3p) —p

, B , B E =—— " F ="~

at b o) = —p, Eq(p) = o () 3%+ 8p 1 6 () CESSIEEeY

7. Fie functia incasarii totale R(p) = p - C(p) unde p este pretul unitar iar C cererea. Aratati ca:

Raspuns. Eg(p) =

a) dacd cererea este elastica atunci incasarile totale sunt descrescitoare

b) daca cererea este inelastica atunci Incasarile totale sunt crescatoare

Raspuns. Indiciu: Exprimati derivata R/(p) in functie de elasticitate E.(p):

p-C'(p)

R(p)=p-C'(p) +Cp) = Clp) <1 ")

)= - E).
Discutie dupd semnul lui R'(p).

8. Fie functia cerere in raport cu pretul C(p) = 500 — 2p.

a) Determinati Fc(5). Este cererea elastica sau inelastica in acest caz ?
b) Unde cererea este elastica respectiv inelastica in raport cu pretul ?

¢) Care sunt intervalele de monotonie ale functiei incasarii totale (vezi problema 4)si respectiv valoa-
rea sa maxima ?

Raspuns.

a) Ec(5) < 1 prin urmare cererea este inelastica in acest caz.
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b) Pentru p > 125 avem cerere elastica, pentru p < 125 inelastica iar pentru p = 125 avem elasticitate
unitara.

c) R(p) = 500p — 2p?. Se calculeaza R'(p) si respectiv R”(p). Se obtine R,q. = R(125) = 43750.

9. Calculati derivatele partiale de ordinul intai pentru functiile de mai jos, in punctele (1,1) si respectiv
(1,1,1):

(a) f(z,y) =5x%+3y> Raspuns: 10, 9
(b) f(x,y) = 32* — 52%y® — 423y? — 3y? + 42+ 3y +1 Raspuns: -6, -26
(c) f(p,q) = 4p*¢> Raispuns: 12, 8
(d) f(k,1) =4Vkl®> Réaspuns: 2, 12
(e) f(z,y)= i;i Raspuns: 1/2, 1/2
2. 2
) fp.a) = b ;;q Raspuns: 0, 0

2
(8) flz,y) =Vay®+ z Raspuns: -3/2, 3/2

s+t 2s+t2

(h) f(s,t) = 5 Raspuns: 5/6, -7/3
1 1

i z,y)=1In(y+ /22 + Raspuns: ———, —

@) fGe.y) =tn(y+ o7 +7)  Raspuns: o,

() f(z,y, )—3x +2ry+y? —3yz + 222+ 2> Raspuns: 9, 1, 2
(k) f(z,y,2) =2Y+y* Raspuns: 1,1,0

(1) f(p,q,r7) =pgr Raspuns: 1,1, 1
(m) f(z,y,2) = 323\/y32> Réspuns: 9, 9/2, 6

t
(n) f(T’,S,t)*eriJrf Raspuns: 0, 0, 0

10. Determinati productivitatile marginale pentru urmatoarele functii de productie in punctul (1,1, 2):

(a) flz,y,2) = 3a%y*s?

(b) flp.a,r) =4p*/ar

(c) f(@,y,2) =2z +y— 5z

Raspuns. a) 2, -4, -3; b) -2, -1/2, -1; ¢) 2/7, 1/7, -10/7

11. Calculati derivatele partiale de ordinul 1, 2 si 3 pentru functiile de mai jos. Calculati de asemenea
valorile lor in punctele precizate.

(a) f(z,y)=22%%, a=(-2,2) Réspuns: (-128,256), (64,384,-256), (0,384,128,-384)
(b) f(l', y) = Qﬁyv a = (la 1) Réspuns: (171)a (_1/27_1/231/2)5 (3/4a3/47_1/47_1/4)
(¢) f(z,y) =32" —2zy®> +¢y3, a=(2,1) RéEspuns: (238,-5), (480,-2,-4), (720,6,0,-4)
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(d) f(l’7 y) = 1‘3y + $y3, a= (_17 1) RéspunS: (47'4)7 ('67'673)7 (67'67'676)

(e) flz,y) = %E - %, a=(1,1) Raspuns: (5/2,-3), (-1/2,4,-3/2), (5/4,-12,-1/2,4)

(f) f(z,y) =ylnz, a=(e,1) Raspuns: (1/e,1),(—1/e?,0,1/e),(2/e*0,—1/e?,0)

(g) f(z,y,2) = 322y + bayz? — 29322, a = (1,1,2) Raspuns: (26,-1), (6,-48,26), (0,-48,0,6,0,0,-
48,10,-38)

(h) f(z,y,2)=y-e*+2%2-¢Y, a=(1,1,1) Raspuns: (e,2e,2e), (e,e,2¢), (e,e,0,e,0,0,2e,0,2¢)

12. Calculati derivatele partiale specificate pentru functiile de mai jos:

(a) f(x,y) = zy3e?, foe = 227]; Réspuns: 3zy(y? + 4y + 2)e®
(b) f(p.q) = e = 2275 Riaspuns: 18pg?

() flk,1) = 5[ 1B, f, = 2L Raspuns: 1512/2vk

(d) f(s,t) = %, g, = aizgf Raspuns: —30s/(s + 2t)2

P+ ¢ 2 <
(e) flp,q) = PYE w = % Raspuns: (p? + 2pq — ¢*) /p*¢®
() f(z,y,2) =20+y—5z [ = %{’;y Raspuns: 0

t
(g) f(r,s,t)=1In (s) -HH( ) +1In <r) . fn = % Raspuns: 0

13. Scrieti expresiile diferentialelor de ordinul intai si doi pentru urmatoarele functii. Calculati de asemenea
expresiile diferentialelor gasite in punctele indicate.

(a) f(z,y) =2%Iny, a=(2,5), h=(3,4)
(b) f(z,y) =2*y+zeY, a=(-1,-2), h=(11)
(C) f(may>:M7 a:(152)7 h:<273)

Raspuns

(a) df(2,5)(3, 4)—121n5—|—%6, d?fo.5)(3,4) = 181n 5+@
(b) df(—1,72)(1,1> =5, d f( 1 —2)(1 1) = iz -8

(@) dan(@3) =5 Pfan@3) ="

(d) df32,1)(5,3,1) = 9828, d*f(3.2,1)(5,3,1) = 114282
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14.

15.

16.

17.

18.

o, 167
(e) df(2,2,2)(]-7 13 1) - %a d f(2,2,2)(1a 1; 1) - 100

O fabrica produce doua tipuri de bunuri. Costul producerii acestor bunuri este dat prin functia f (x,y),
unde z si y reprezinta cantitatile produse din fiecare tip de produs. Sa se minimizeze costul atunci cand
flx,y) = 2° +y* = 3zy + 10.

Raspuns: f,i, = f(1,1) =9

O fabrica produce trei tipuri de bunuri in cantitatile x, y si z. Sa se calculeze pentru ce valori ale
acestor cantitati, se obtine profitul maxim, daca profitul este dat prin urmatoarea functie f (z,y,z) =
ry?22(14—a2—2y—32), xyz #0.

Raspuns: [ = f(2,2,2) = 128 Indiciu: desfaceti parantezele, derivati iar apoi in expresia deriva-
telor partiale dati din nou factor comun si dupa egalarea cu 0, simplificati.

Gasiti extremele functiilor de mai jos:

) =222+ 62y +5y> + 22+ 8y +6 Raspuns: fi, = f(7,—5) = -7

)= =322 + 4oy — 4y + 4z — 4y — 5 RaEspuns: fra. = f(1/2,-1/4) = —7/2
) =23y%(36 —x —y), ay#0 Raspuns: fr.. = f(18,12) = 5.038.848
)

64 8
T,Y) =Y+ — — — $7y750 Réspuns: fmaw:f(_271>:_42
T )

r,y,2) =22+ 9>+ 22+ 22 +4y — 62 Raspuns: fi, = f(—1,-2,3) = —14

O banca ofera persoanelor fizice credite in valoare de 5000 u.m., 10000 u.m. si respectiv 50000 u.m.
Pentru Cy credite de 5000 u.m. contractate, banca obtine un beneficiu de 200 —3C; u.m./credit. Pentru
C credite de 10000 u.m. contractate, beneficiul bancii este 500 — 7Cy u.m./credit. Contractarea unui
numéar de Cj3 credite de 50000 u.m. aduce bancii un beneficiu de 560 — 4C3 u.m./credit. In cazul
rambursarilor anticipate a creditelor contractate, pentru C credite lichidate inainte de termenul scadent,
pierderile bancii sunt estimate la 450 + 80C u.m. Care ar fi numarul optim de credite contractate, de
fiecare tip, astfel ca beneficiul bancii sa fie maxim gi care ar fi acest beneficiu ?

Raspuns: fq. = f(20,30,60) = 21.450 u.m.
Indiciu: Beneficiul total = Diferenta intre beneficiile pe fiecare tip de credit in parte si pierderile aferente

f(Cl, Co, 63) =1 (200 — 301) + 62(500 — 702) + 03(560 — 403) — 450 — 80(01 + co + Cg)

In decursul unui an, valorile totale ale importurilor si exporturilor unei tari, pentru un tip de produs
importat si doua tipuri de produse exportate, au fost estimate prin functiile 7 : R - R si E : R? — R,
definite prin

Importuri (u.m.) I(z) = —223 + 152 — 362 + 237

Exporturi (um.) || E(y, z) = 2y3 + 223 — 15y — 2122 + 24y + 722 + 365
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Sa se determine cantitatile din cele trei tipuri de produse pentru care, la sfarsitul anului, balanta
comerciala are valoarea maxima si sa se precizeze aceasta valoare.

Raspuns: fiu: = f(2,1,3) = 248 u.m.
Indiciu: Balanta comerciala = Valoarea exporturilor - valoarea importurilor

19. Sa se determine punctele de extrem local legat pentru functiile de mai jos:
(a) f(x,y) = 3zy — 2 — y® pentru orice (x,y) € R?, cu legitura o +y = 2
(b) f(

(¢) f(z,y) = z + 2y pentru orice (z,y) € R?, cu legiatura 2? — y? = —3

(d) s(

z,y) = 22 +y? — 3 — 4y + 3 pentru orice (x,y) € R?, cu legdtura x + 2y = 3

r,y,2) = vy + 2 + yz pentru orice (z,y,2) € R?, cu legitura xyz = 1, stiind ca = > 0, y > 0,
z>0
(e) f(z,y,z) = 2x +y — 2z pentru orice (z,y,2) € R3, cu legitura 2 + y* + 22 = 9
(f) f(x,y,2) = xyz pentru orice (z,y, z) € R3, cu legatura zy + yz + zz = 12.

Raspuns

(a) fmaz = f(1,1) =1

() finin = f(1,1) = =2

(€) fmae = f(1,=2) = =3, fmnin = f(—=1,2) =3

(d) fmin = f(1,1,1) =3

(€) fmaz = f(2,1,-2) =9, (—2,—1,2) nu e extrem
() fmin = f(=2,-2,-2) = -8

20. Interiorul unei sili de cinema urmeazi si fie izolat fonic. In planul de izolare al silii se urmareste
folosirea unei cantitati minime de material izolant, podeaua salii fiind exclusa izolarii fonice. Sa se
determine dimensiunile silii de cinema daci volumul ei este de 4000 m3.

Raspuns: Cy,;, = f(20,20,10) = 12.000 u.m.
Indiciu: f(z,y,z) = 2y + 2yz + 2zz cu legatura xyz = 4000.

21. O intreprindere produce o cantitate () de produse utilizand capitalul K si forta de munca L. Functia
de productie este .
Q=F(K,L)=K=L4.

Pretul unitatii de capital este 500 lei, iar pretul unitatii de fortd de munca este 400 lei. Se cere sa
se determine acele valori ale lui K si L care minimalizeaza cheltuielile stiind ca disponibilul pentru
productie este de 5.000 bucati .

Raspuns: C,,;, = f(10°,5%-10%) = 75.000.000 u.m.
Indiciu: f(K, L) = 500K + 400L cu legatura K/2LY/* = 5000.

22. Si se determine punctele de extrem local legat pentru functia f(z,y,2) = x + y + z pentru orice
(z,y,2) € R\ {(0,0,0)}, cu legatura L + i +1l=1
Raspuns: f, = f(3,3,3) =9 um.
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23. S& se determine punctele de extrem local legat pentru functia f(z,y,2) = x + y + z pentru orice
(7,y,2) € R3, cu legaturile v —y + 2 = 2 i 2% + y? + 22 = 4.

Réspuns: fmam = f(4/3, 2/3a 4/3) = 10/37 fmzn = f(Oa _23 0) =-2

24. Sa se determine punctele de extrem local legat pentru functia f(x,y, z) = zyz pentru orice (z,y, z) € R3,
cu legaturile x +y+ 2 =5 gl xy + yz + zx = 8.

Raspuns: [ = f(4/334/37 7/3) = f(7/374/3a4/3) = f(4/37 7/334/3) = 112/277 fmin = f(23 2, 1) -
f(2,1,2) = f(1,2,2) =4

25. Media temperaturilor inregistrate in luniile aprilie, mai si iunie a fost de 15°, 20° si respectiv 23°. Care
va fi prognoza pentru luna august avand in vedere ca cercetatorii au observat o crestere liniara (ajustare
printr-o dreapta) a temperaturii pana la inceputul lunii septembrie.

Raspuns: y = —2/3 + 4z, y= f(8) =31,3°
Indiciu: Pentru simplificarea calculelor setam aprilie := 4. Atunci mai := 5 si iunie := 6.

26. O companie producatoare de ciocolata a determinat date referitoare la cota de piata si respectiv pretul
de vanzare pe kilogram al ciocolatei timp de patru luni consecutive. S-au obtinut astfel urmatoarele

rezultate:
Pret, pe kg (euro) ‘ 4,5 52 47 49

Cota de piata ‘ 10 8 89 91

Sa se ajusteze aceste date numerice printr-o dreapta. Presupunédnd ca in luna a 5-a pretul pe kg este
x = 2 sa se gaseasca cota de piatd y. Raspuns: y = 21,25 — 2,54z, y = f(2) = 16,17

27. In urma unui studiu privind cererea unor produse de prima necesitate, s-au obtinut urmatoarele date
pentru venitul x al unei persoane si cererea y a produselor respective:

Venit (mii Dolari) | 1 2 4 8
Cerere (mii Dolari) | 04 1 1,6 2

Sa se ajusteze aceste date print-o dreapta. Raspuns: y = 0,46 + 0,21z

28. Profitul inregistrat de catre o firma in anul 2004 este de 5,1 milioane euro, in anul 2007 este de 8,3
milioane euro, iar in anul 2009 este de 2,3 milioane euro. Sa se ajusteze aceste valori printr-o dreapta,
respectiv printr-o parabold gi sd se calculeze previziunea profitului pentru anul 2012 si 2013 (in ambele
cazuri).

Raspuns: y = 5,52 — 0,43z, f(6) = 1,43, f(7) = 0,76; y = 8,86 + 0,252 — 0,812%, f(6) =
—18,8, f(7) = —29,08. Indiciu: Pentru simplificarea calculelor setam 2006 := 0. Atunci 2004 := —2,
2009 := 3, 2012 := 6 si 2013 := 7.

29. Numarul calculatoarelor vandute lunar de catre o firma este dat in tabelul de mai jos.

luna ‘ianuarie martie aprilie
nr.calc. ‘ 30 45 50
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Sa se ajusteze printr-o dreapta, respectiv printr-o parabola, datele de mai sus si sa se preconizeze
numarul de calculatoare ce urmeaza a fi vandute in luna septembrie gi decembrie (pentru fiecare caz in
parte).

Riaspuns: y = 24,1+ 6,7z, £(9) ~ 84, f(12) =~ 105; y = 20 + 10,83z — 0, 8322, £(9) ~ 50, f(12) ~ 30

30. Se considera urmatoarele date numerice:

X ‘ 1 3 4 5 6

y|[1 9 19 33 5l

Sa se ajusteze datele numerice printr-o dreapta, respectiv o parabola, iar apoi sa se gaseasca valoarea
lui y din punctul = = 8.

Raspuns: y = —14,75+ 9,83z, f(8) =63,89; y=3—4x+ 222, f(8) =99

31. Sa se calculeze valorile functiilor gama si beta de mai jos:
a) I'(7); b) I'(log, 32); ¢) B(1,1); d)

B(3,
() m s 2) an (o) v
i)B(B(Q,;),Z), J)B(n:1 n- 1) ne N\ {1};

% . 1 5w 20v/2-24 96 9 ™
Rispuns: 720,24, 1, 155, 7V/2, 5, 2324, T2+ ) (A+m)(6+7)’ 287 n-sin &

32. Folosind proprietatile functiilor gama gi beta, calculati:

a) B (4, é) +37 (Z) b) B (i 145> +2T(3) — T(4)

7776 45f 77V/27—256

Raspuns: {7 ) 128

33. Folosind proprietatile integralelor euleriene, sa se calculeze urmatoarele integrale:
1

1) /\/5(95—1)%; 2) /x\;;dx; 3) /1(“”4_\/51)3@; 2) /11_\/5“2613:
0 0 0 0

1
1+ 2z + 322
5) [ ————dux; 6) /(x +1)2V1 — adx; 7)
1_
0 Vi-w 0

/ dr
99/73j — 1’
0

8)/1\/m+ Vr —1

r—1

—

1
1
dz; 9) (l—g)ﬁdaj; 10) /x2 fxdac;
0

0

Va(x + 1)dz; 13)/(236_)3da:;
0

|
’—‘\o o

1
11) /x\/i(\/g?— )*dx; 12)
0
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1

————dux; 15) /\/x73$2dx 16/ 1
1

V2x +1
O 0o

x—i—l
d 18) d 19
x,/ x; TorT x; 19) W
1 2

oo oo o

/0
j
0
2
20)/ v 2 dz; 21)/ —dux; 22) /:Z7 +:1:+1 x; 23) xeiﬁxdaﬂ;
1
0/
0/

v —1
0 0

(z +1)%e " "dx; 25)

(z% + 1)e 2" ldz; 26) /7
0

27) [ 223" du; 28) /”327@; 29) /%dm; 30) /eegmmdaz;

0 0
o0 2 1 oo o0 o0 o0 o
31) /%dm; 32) /w3e_3m+1dx; 33) /xe_(”’+3)dx; 34) /xe_(“'g)dx; 35) /xQe_de.
e x
0 0 23 1

0
Raspuns: (1)15:, (2)—3, 3) 5, (D5 (@ = V1), (5)55 (6) 55 (D=5, )1, (9)—3(5 = 1), 10) . (11) 515
t

%(2x+1 =1),(15) 2 (3z = 1), (16) 2533 (1 /2 =
(22 =1),(20)— 32 (z—1 =), (21)6, (22)4, (23)1/2(V2z =
(27)%¢" (32% = ),( 8)0,(29)3, (30) 15, (31) %, (32) 55 (3x =

Rezumat

In acest modul s-au prezentat definitii si concepte de baza legate de functiile reale de mai multe variabile
reale cum sunt: elemente de topologie ale spatiului R™, limite de functii si continuitatea lor de la R™ la R,
derivate partiale si diferentiala. Au fost prezentate notiunile de derivate partiale si derivate de ordin superior,
extremele functiilor de mai multe variabile (conditii necesare si suficiente pentru existenta extremelor locale).
De asemenea s-au prezentat si notiuni legate de ajustarea prin metoda celor mai mici patrate a datelor
experimentale. In final au fost introduse si studiate notiunile privind integralele Euler de speta intai (functia
beta), de speta a doua (functia gama), proprietatile acestora, precum si integrala Euler-Poisson.

Bibliografie

1. Colectiv, Elemente de algebra liniara, analiza matematica si teoria probabilitatilor, Ed. Mega, Cluj-
Napoca, 2009
2. Colectiv, Matematici aplicate in economie, Ed. Mega, Cluj-Napoca, 2012.
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Capitolul 2

MODULUL I1. Teoria probabilitatilor

Obiective

e Definirea si studiul principalelor proprietati ale conceptelor de baza din teoria probabilitatilor.

Crearea la studenti a unor deprinderi de utilizare a tehnicilor probabilistice si de folosire a acestora in
scop aplicativ.

Fundamentarea probabilistica a statisticii matematice.
Concepte de baza

e Eveniment aleator, probabilitate, probabilitate conditionata, scheme clasice de probabilitate.

e Variabila aleatoare, functie de probabilitate a unei variabile aleatoare discrete, functie de repartitie a
unei variabile aleatoare, densitate de probabilitate, functia de repartitie a unei variabile aleatoare de
tip continuu.

e Caracteristici numerice ale variabilelor aleatoare (media, dispersia, momente, corelatia)

e Repartitii clasice.

Rezultate asteptate

Se urmareste buna intelegere de catre studenti a tehnicilor de abordare probabilistica a fenomenelor alea-
toare, utilizarea adecvata a schemelor probabilistice care modeleaza astfel de fenomene, intelegerea concep-
tului de variabila aleatoare, precum si formarea deprinderilor de calcul ale caracteristicelor numerice pentru
variabilelor aleatoare. Se doreste ca studentii sa inteleaga foarte bine semnificatia caracteristicilor pe care le
calculeaza si, de asemenea sa inteleaga motivele aplicarii teoriei probabilitatilor in statistica matematica.
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UNITATEA 1. Camp de evenimente. Camp de probabilitate.
Scheme clasice de probabilitate.

2.1 Camp de evenimente, camp de probabilitate

2.1.1 Corp de parti ale unei multimi

Definitia 2.1.1. Se numeste corp de parti ale multimii nevide Q0 orice familie nevida K C P(Q2) unde
P (Q) este multimea partilor lui 2, astfel incat

a) VAe K= C4 €K unde Ca = O\ A;
b) VA Be K= A|UB ecK.
Propozitia 2.1.1. Fie K un corp de parti ale mulfimii nevide Q. Atunci:
1) ¢, Qe K;
2) VA, Be K= AN BeK;
3) VA BeK=— A—-BeckKk.
Demonstratie.

1) Knevidi = VA€eK=Csp€K)= ANCs e K= Qe K= Cq € K= ¢ € K. Deci ¢,2 € K.

2) VA, BeK = C4,0p € K= O, |JCp € K 7L

Canp €K=C(Canp) e K= ANBeK.
) VABeK= A (CpceK= ANCpe K= A-Bek
]

Observatia 2.1.1. Prin definitie, un corp de parti K este inchis fata de trecerea la complementara si fata de
reuniune. Definitia corpului de parti garanteaza si inchiderea sa fatd de reuniunea sau diferenta de multimi.
Prin inductie matematica rezulta cd un corp de parfi este inchis si fata de reumunea sau mtersec;m finita

oarecare de mulfimi adica pentru orice Ay, Ag, ..., A, € K, (n > 3) avem si U A; € K respectiv ﬂ A; e K.
=1 i=1
De asemenea, un corp de parti conline in mod necesar submultimile improprii ¢ gi €).

Exemplul 2.1.1. 1) Dacad Q # ¢ atunci K =P (Q) este un exemplu (banal) de corp de parti ale lui .
2) Fie Q={1,2,3,4,5,6}. Atunci
K= {¢7 Q’ {1a 6} 9 {27 3} ) {47 5} ) {17 27 3a 6} ) {17 4a 57 6} ) {2a 37 47 5}}

este un corp de parti ale lui ).
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2.1.2 Camp de evenimente

Vom intelege prin experiment aleator orice experiment al carui rezultate, considerate din punct de vedere al
unui anumit criteriu, nu sunt cunoscute inainte de efectuarea experimentului (repetand un astfel de eveniment,
in conditii identice, se pot obtine rezultate diferite, nu se poate preciza rezultatul ci se poate face doar o
lista cu rezultatele posibile). Orice rezultat posibil in urma unui experiment aleator se numeste eveniment
aleator. Evenimentele care nu se pot realiza drept consecinta a realizarii altora se numesc evenimente
elementare. Consideriim, de exemplu, experimentul aruncérii unui zar (obignuit, nemasluit) si evaluam
rezultatul din punct de vedere al aparitiei (non-aparitiei) vreunora dintre fetele de la 1 la 6. Folosim notatii
de tipul ce urmeaza:

A = {1} — aparitia fetei 1.

B = {1,4} — aparitia vreuneia dintre fetele 1 sau 4.

C = {2,5,6} — aparitia vreuneia dintre fetele 2,5 sau 6,etc.

A este evenimente elementar (analog {2}, {3}, {5}, {6}) dar B nu este elementar (B se poate realiza ca
sl consecinta a realizarii lui A). Vom reveni ulterior, cu mai multa rigoare, asupra conceptului de experiment
elementar.

Notam cu 2 multimea tuturor evenimentelor elementare generate de un experiment aleator. In continuare
ne este comod sa tratam aceasta multime ca o multime de puncte pentru care submultimile reduse la un
punct cores-pund evenimentelor elementare. ) se mai numeste si multime fundamentala (de referinta)
sau spatiu de selectie. Orice alt eveniment poate fi asimilat cu o submultime a spatiului  (in exemplul
de mai sus avem Q = {1,2,3,4,5,6} si A, B,C C ). In particular, 2 corespunde evenimentului constand in
realizarea a cel putin unuia dintre evenimentele elementare posibile ceea ce se intampla la orice efectuare a
evenimentului gi de aceea acest eveniment se numesgte eveniment cert sau sigur. Un alt eveniment particular
este cel care corespunde multimii vide ¢ si care revine la nerealizarea nici unui eveniment elementar posibil,
ceea ce este imposibil la orice efectuare a experimentului gi din acest motiv acest eveniment se numeste
eveniment imposibil. Vom pastra pentru evenimentul sigur si evenimentul imposibil aceleagi notatii €2 si
respectiv ¢ ca si pentru submultimile lui € carora le corespund.

Fie £ multimea tuturor evenimentelor aleatoare generate de un experiment aleator.

Definitia 2.1.2. Fie A, B € £. Se numeste intersectie a evenimentelor A si B, notata A B, eveni-
mentul care se realizeazd daca si numai dacd se realizeazd atat A cat si B. Se numeste reuniune a eve-
nimentelor A si B, notatd A|J B, evenimentul care se realizeazd dacd gi numai dacd se realizeaza cel putin
unul dintre evenimentele A gi B. Se numeste diferentd a evenimentelor A si B, notata A\ B, evenimentul
care se realizeazd atunci cand se realizeaza A dar nu i B (adica A\ B = A(\Cp). Se numesteeveniment
complementar evenimentului A, notat Ca, evenimentul care se realizeazd daca $i numai daca nu se reali-
zeazd A (evenimentul complementar lui A se mai numeste si eveniment contrar lui A si se mai noteazi A
sau nonA).

Observatia 2.1.2. 1) Pe & s-au evidentiat legile interne de compozitie (binare):

UM \:exE—¢,

(A,B)~ A| JB,(A,B)+ A(\B,(A,B) — A\ B
1 legea de compozitie internd (unara) C: £ — €, A Cy.
2) Cum A\ B = AN\ Cpg, YA, B € & vom urmari in continuare doar proprietati ale legilor |, (), C (pro-
prietatile legii ,\” rezulta din proprietatile legilor (" si ,C”).
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Din definitiile de mai sus se obtin rezultatele din urméatoarea propozitie.

Propozitia 2.1.2. Pentru orice A, B,C € £ au loc proprietatile:
a) asociatwitate: (AUB)JC =AUBUYO),
(ANB)NC=AN(BNC).
b) comutativitate: A|JB = BJA, A(\B =B A.
c) distributivitate:
AUMBNC) = (AUB)NAUC), ANBUC) = (ANB)UMANC).
d) idempotenta: A|JA=A, ANA=A.
e) ANCa=0¢, AUCA=Q, ANQ=A, AUOQ=9Q, ANo=9¢, AJo=A.

Definitia 2.1.3. Fie A,B € £. Se spune cd evenimentul A implica evenimentul B (sau cd B este
implicat de A) si se scrie A C B (respectiv B D A) daca realizarea lui A antreneazd neaparat si realizarea

lui B.

Observatia 2.1.3. 1) Relalia de implicatie se poate defini si cu ajutorul ,\J” sau ,()”. Mai precis, pentru
A, Be& avem ACB<+<= A(\B=A< A|JB=B.
Cum AN =0¢ si A(Q= A rezulta ca ¢ C Agi A C Q adicd avem ¢ CACQ, V Ae€é.

2) Relatia de implicatie este o relatie de ordine partiald pe £ (adica este reflexiva, antisimetricd i tranzitiva,).
Intr-adevar avem:
a) VAe & = A C A. (reflexivitate)
b) A, Be&, AC B si BC A= A= B. (antisimetrie)
c) ABe, ACBsiBCcC= AcCC.

3) Se poate ardata ca daca A,B € £, A|UB = si A(1B = ¢ atunci A = Cp sau, echivalent, B = Cy.

In particular, cum AN Ca = ¢ si AUCs = Q avem C(Cy) = A i de asemenea din ¢|JQ = Q,
Q= ¢ rezulta ca ¢ = Cq si Q= Cly.

Utilizand aceasta observatie se poate demonstra propozitia de mai jos (pe care o admitem fara demonstratie).

Propozitia 2.1.3. (relatiile lui De Morgan)
Pentru orice A, B € €& avem Cyyp =Ca(\Cp $i Canp =CalUCp.

Definitia 2.1.4. Se spune ca evenimentele A, B € £ sunt incompatibile daca ele nu se pot realiza simultan,
adica A\ B = ¢.

Definitia 2.1.5. Se spune ca evenimentul A € £ este eveniment elementar dacaV B € £, B C A rezulta
ca B = ¢ sau B = A (adica A nu poate fi implicat decdt de catre evenimentul imposibil sau de cdtre el
insusi).
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Observatia 2.1.4. 1. Mai sus am constatat ca evenimentele aleatoare generate de un experiment aleator
pot fi concepute ca fiind submulfimi ale unei mulfimi de referinta 2 adica € se poate asimila cu o
familie de submultimi ale lui Q inchisa fata de operatiile cu mulfimi si care nu este neaparat P(2).
Motivele pentru care nu orice submulfime a lui ) este eveniment depasesc cadrul acestui curs fiind deci
omise. Se poate ardta insd ca € se poate asimila cu un corp de parti (Q,K), pentru care elementele
din K corespund bijectiv cu elementele din & (in particular multimea ¢ din K corespunde evenimentului
imposibil din € mulfimea de referinta Q din K corespunde evenimentului sigur din £ ), reuniunea a doud
multimi din K corespunde reuniunii (in sensul din £) a evenimentelor din € corespunzatoare celor doud
multimi, etc.

2. In cele de mai sus am presupus implicit ca ) este o multime finita. Sa consideram acum, din nou,
experimentul aruncarii zarului si urmdarim evenimentul A constand in faptul cd fata 5 (de exemplu) sd
apard pentru prima datd la o aruncare de ordin par (dupd un numdr impar de neaparifii).

Notand cu Ay evenimentul ca fata 5 sa apard pentru prima datd la a k-a aruncare (k € N*) avem

o0
A=A JAsUAsU- U4 U...U... = U Az si suntem condusi la a considera o infinitate
k=1
numarabild (un sir) de evenimente elementare Q0 = {wy,wa, ..., wy,...} unde {w,} = A,,n € N*) gi
la a cere ca & sa fie inchisa si fatd de reuniunea numarabild (nu numai finita) de evenimente. In fapt,
se poate ardta riguros, in astfel de cazuri € se poate asimila cu un o-corp de parti (2,K).

Din aceasta observatie ca si din cea precedenta rezulta ca putem opera cu evenimentele utilizand limbajul
teoriei multimilor gi de aceea, In continuare, structurile de evenimente se definesc (din punct de vedere formal)
direct ca structuri de multimi. Se justifica astfel definitia care urmeaza.

Definitia 2.1.6. Se numeste cdmp de evenimente orice corp de parti (2, K) al unei mulfimi nevide €.
Se numeste o-camp de evenimente orice o-corp de parti (2,K) al unei multimi nevide Q.

Observatia 2.1.5. Intr-un o—camp de evenimente, relatiile lui De Morgan se pot generaliza pentru siruri
de evenimente adica avem:
o0

c ( U An> = N1 Ca, siC ( FiAn> — (JCa..

n=1 n n=1

2.1.3 Camp de probabilitate

Definitia 2.1.7. (definitia axiomatici a probabilitatii)
Fie (Q,K) un camp de evenimente. Se numeste probabilitate pe K orice aplicatie P : K — R astfel
incat

P1) P(A) >0, VA€ K;
P2) P(AUB) = P(A)+ P(B), YA,BE€K cu ANB=¢;
P3) P(Q) = 1.

Se numeste cdmp de probabilitate orice triplet (Q,K, P), unde (Q,K) este un camp de evenimente iar
P peste o probabilitate pe K.

Propozitia 2.1.4. Fie (,K, P) un camp de evenimente. Atunci:

a) P(¢) =0;
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b) P(C4)=1—P(A), VA€ K;
¢) P(B\A)=P(B)—P(A), VA,B€K, AC B;

d) P(B\ A)=P(B)— P(ANB), VA, B € K;

)
e) P(AUB)=P(A)+P(B)- P(ANB), VA, B € K.

Demonstratie.

a) QUo=0= P (QU¢) =P (Q) si cum Q)¢ = ¢ rezulta din P2) ca P (2 ¢) = P () + P (¢), adica
avem P (Q) 4+ P (¢) = P(¢) sau 1 + P (¢) =1, de unde P (¢) = 0.

b) VA e K avem A|JCy =, de unde P (A|JC4) = P (Q), sau P(AUCa)
=1, iar din A(C4 = ¢ rezultd conform P2) ca P (A|JC4) = P(A) + P(C4). Pentru orice A € K
avem deci P (A) + P (Cx4) =1, adicd P(Cs) =1— P (A).

)VABEK, ACB=— B=AUB-A),sicum AN(B-A) =¢ = P(B) = P(AJ(B - A)) 2
P(A)+P(B—A)= P(B— A) = P(B) - P(A).

d) VA BeK = B-A=B— (ANB) cu ANB C B=2% P(B—A)=P(B)— P(ANB).

e) VA, BEK = AUB = A (B - (ANB)) cu

AN(B~(ANB)) = 6 = P(AUB) = P(AU(B-(ANB)) 2 P(4)+P(B-(AND) 2
P(A)+ P(B)— (A B) pentru ca A(\B C B.

Consecinte.

1. Dacd A,BeK,cu AC B = P(A) < P(B). (monotonie)

Intr-adevir, P (B — A) > 0 =% P(B) — P(A) > 0= P (B) > P (A).

2. VAeK=0< P(A) <1.

Cum VA € K avem ¢ C A C €, folosind consecinta precedentd, obtinem P (¢) < P(A) < P ({2)sau
0<P(A)<I.

3. Prin inductie matematica, folosind P2), rezulta ca daca Ay, As,..., A, € K, cu A;NA; = ¢,i = 1,n,
n n
1 # j, atunci P ( U Ai) = > P(A;) (probabilitatea unei reuniuni finite de evenimente incompatibile
i=1 i=1
doua céate doud este suma probabilitatilor evenimentelor reuniunii).

Comportamentul probabilitatii fatd de o reuniune finita de evenimente oarecare (nu mai sunt incompa-
tibile doua cate doud) din K este dat de propozitia care urmeaza, obtinuta tot prin inductie matematica
pornind de la subpunctul e) din Propozitia 2.1.4.

Propozitia 2.1.5. (formula de adunare a probabilitatilor sau formula lui Poincaré)
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Fie (O, K, P) un camp de probabilitate si Ay, As, ..., A, € K. Atunci

P(O/L) = zn:P(Ai)zn: P4 4;) +

i=1

+ Xn: P(AiﬂAjﬂAk) . e = (LHJAi) .
i,j, k=1 i
i<j<k

Observatia 2.1.6. Daca A, B,C,D € K avem evident
a) P(AUBUC)=P(A)+P(B)+P(C)—P(ANB)-P(ANC)—-P(BNC)+P(ANBNCO);
b) P(AUBUCUD)=P(A)+P(B)+P(C)+P(D)-P(ANB)—-P(ANC)-P(AND)—-P(BNC)—

P(BND)—-P(CND)+

P(ANBNC)+P(ANBND)+P(ANCND)+P(BNCND)-

—-P(ANBNOCND).
Propozitia 2.1.6. (inegalitatea lui Boole)

Fie (K, P) un o—camp de probabilitate §i (Ay,), cn. un sir de evenimente din K. Atunci

oo oo
P (ﬂAn) >1-Y (1-P(4).
n=1 n=1
Observatia 2.1.7. Inegalitatea lui Boole este adevarata si pentru un camp de probabilitate. Dacd Ay, As, ..., A,
€ K atunci
P (ﬂAi> >1-Y (1-P(A))=> P(A)—(n—1).
i=1 i=1 i=1

Observatia 2.1.8. Fie Q = {wy,ws,...,w,} $i K = P(Q). Pe cimpul de evenimente (2, K) se considerd
probabilitatea P cu proprietatea

P (o) = P (wa)) = = P () (= 7).

n

Daca A = {w;,,w;,,...,w; } € K atunci
’ - "1k
PA)=r U{wia‘} :ZP({%})ZZEZE'
j=1 j=1 j=1

Se obtine astfel o alta definitie a probabilitatii, adevarata intr-un cadru mult mai restrictiv decat cel din
Definitia 2.1.7 dar extrem de utilizatd in numeroase cazuri practice si constituind, din punct de vedere istoric,
prima definitie data conceptului de probabilitate.

Definitia 2.1.8. (definitia clasica a probabilitatii)
Probabilitatea unui eveniment A, generat de un experiment aleator care genereaza un camp finit de

probabilitate cu evenimente elementare egal probabile, este egald cu raportul dintre numdarul evenimentelor
elementare favorabile realizarii lui A si numdarul total de evenimente elementare posibile:

numdar de cazuri favorabile

P(A) = .
(4) numdar de cazuri posibile
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2.1.4 Probabilitati conditionate. Independenta evenimentelor

In paragraful precedent, printre alte proprietati, s-au studiat si proprietati care aratau comportamentul
probabilitatii fata de reuniunea evenimentelor. In acest paragraf vom urmari comportamentul probabilitatii
fata de intersectia evenimentelor, proprietati grupate intr-un paragraf separat tocmai datoritd importantei
deosebite pe care o au in aplicatiile practice.

Definitia 2.1.9. Fie (2, K, P) un camp de probabilitate si A € K cu P(A) # 0. Se numeste probabilitatea
evenimentului X € K conditionata de evenimentul A, notatd P(X|a), raportul

P(XNA4)

P(X|a) = PlA)

Observatia 2.1.9. Avem P(X(\A) = P(A)-P(X|a). Daci A,B €K, P(A)#0, P(B) #0, atunci
P (AﬂB) — P(A)-P(B|a) = P(B)- P(Alp).

Am obtinut un prim rezultat care indica comportamentul probabilitatii fata de intersectie.

Propozitia 2.1.7. Fie (Q,K, P) un cimp de probabilitate si A € K cu P(A) # 0. Atunci, aplicatia
Py :K— R, Ps(X) = P(X]|a) este de asemenea o probabilitate pe K, adica (Q, K, Pa) este tot un camp
de probabilitate.

Demonstratie. Verificam conditiile P1), P2), P3) din Definitia 2.1.7.

Pl) VX eK=P,(X)=2004 = 20>

P2) VX,)Y e Kcu XY =¢ =

Pa (XUY) _ P(xuUy)N4 _ PXNAHUNNA) xnavyna

P(A) P(A) incgmp
PXNA+¥N4) _ PXNA POVNA
P(4) - P4 P(A)

Pa(X)+Pa(Y);

%

anA A
P3) Pa(Q) = P(p(g) ) :%:1'

Z

O

Observatia 2.1.10. Analog, pornind de la o—campul de probabilitate (Q, K, P) si A € K cu P(A) # 0, se
obtine o—campul de probabilitate (2, K, P4), unde Py : K — R, Py (X) = P(X|a).

Propozitia 2.1.8. (formula de inmultire a probabilitatilor)

n—1
Fie (2,K, P) un camp de probabilitate si A1, As, ..., A, € K astfel incit P < N AZ-) #£0. Atunci
i=1

P(ﬂAZ) =P (A1) P(A2]A1)-P(As]a,nay) - P An|,ﬁl
=1

i=1

i
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Definitia 2.1.10. Fie (Q,K, P) un camp de probabilitate. Se spune cd evenimentele Ay, As,..., A, € K
formeaza un sistem complet de evenimente daca

a) P(A;)#0, Vi=1,n;

n
i=1
Observatia 2.1.11. FEvenimentele Ay, As,..., A, € K formeazd un sistem complet de evenimente dacd gi

numai dacd la orice efectuare a experimentului se realizeaza unul si numai unul dintre evenimentele sistemulus.
Un exemplu banal de sistem complet de evenimente este sistemul {A,Ca} unde A € K, P (A) # 0. Renuntind
la conditia a) (cerutd aici pentru comoditate) mulfimea tuturor evenimentelor elementare (poate fi o infinitate
numdarabild) ale unui camp de evenimente oferd un alt exemplu de sistem complet de evenimente.

Propozitia 2.1.9. (formula probabilitatii totale)
Fie (Q, K, P) un camp de probabilitate si Ay, Aa, ..., A, € K un sistem complet de evenimente iar X € K.
Atunci

n

P(X):ZP(AU'P(XIA@)-

Demonstratie.
n

n
Avem X = QN X = ( U Ai> NX = U (4; N X) unde evenimentele A; (X, ¢ = 1,n sunt incompatibile
i=1 j

i=1

doua cate doua. Deci
n

PO =Y P(4)X) =X P () P(Xla),

=1

O

Propozitia 2.1.10. (formula lui Bayes)
Fie (Q, K, P) un cimp de probabilitate si Ay, As, ..., A, € K un sistem complet de evenimente iar X € K
astfel incat P (X) # 0. Atunci, pentru orice j € {1,2,...,n} fixat, avem

P(Aj)'P(X’AJ)

P(Ajlx) =~ :
;P(Ai)'P(X‘Ai)
Demonstratie.
Pentru orice j € {1,2,...,n} fixat, avem
P(4;()X) = P(4))- P(X|a,) = P(X)- P (X a,)
de unde

P(Aj)'P(X’Aj)
P(X)

P(Ajlx)=
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Din formula probabilitatii totale rezulta
P(A))- P (X|a;)
> P(4) P(X

Aq‘,)

O

Definitia 2.1.11. Fie (Q, K, P) un camp de probabilitate si A, B € K. Se spune ca A si B sunt indepen-
dente daca
P(AﬂB) —P(A)-P(B).

Observatia 2.1.12. Definitia independentei a doud evenimente, datd formal mai sus, este echivalentd cu
afirmatia ca A st B sunt independente daca nu se conditioneaza reciproc. Fie A, B € K astfel incat P (A) #
0, P(B) # 0 si A, B independente in sensul Definitiei 2.1.11. Atunci

P(ANB) P(A)-P(B)

Pals) = 2502 - PULEE_ p)
ST
P51 = SO - 2O D ps),

adica faptul ca B nu conditioneaza pe A este surprins in relatia P (A|g) = P (A) si analog faptul cd Anu
conditioneazd pe B rezulta din egalitatea P (B|a) = P (B).

Propozitia 2.1.11. Fie (Q,K, P) un camp de probabilitate si A, B € K. Dacd A si B sunt independente,
atunci (Cy si B), (Cp si A), (Ca si Cp) sunt de asemenea independente.

Definitia 2.1.12. Fie (Q,K, P) un camp de probabilitate si n € N, n > 2. Se spune cd evenimentele
A1, Ay, A, € K sunt independente (in totalitate) dacd oricare ar fi iy, i, ... .10, € N1 < iy < ig <
o <ip<n, cur € N* r <n, avem

P(AilﬂAizﬂ...ﬂA,»J —P(A) P(A,) ... - P(A,).

Se spune ca evenimentele Ay, Ao, ..., A, € K sunt independente k cate k, cu k € N, 2 <k <n-—1, daca
oricare k evenimente dintre Ay, Aa, ..., A, sunt independente (in totalitate).

Se spune ca familia (A;),c; de evenimente din K este formata din evenimente independente (in
totalitate) daca orice subfamilie finita a sa este formatd din evenimente independente (in totalitate).

Se spune ca familia (A;);c; de evenimente din K este formata din evenimente independente k
cate k, cu k € N,k > 2, dacd orice subfamilie finita cu cel putin k elemente este formata din evenimente
independente k cate k.

Observatia 2.1.13. 1. Propozitia 2.1.11 se poate generaliza in sensul ca daca (A;),_1+ (sau familia (A;),c;)
este formatd din evenimente independente (in totalitate sau k cdte k) atunci proprietatea se pdstreazd
daca o parte dintre evenimente se inlocuiesc cu complementarele lor.

2. Ewvident, independenta (in totalitate) implicd independenta k cdte k. Reciproca acestei afirmatii este falsd
asa cum rezulta i din exemplul de mai jos datorat lui Cebdsev.
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Incheiem acest paragraf cu trei exemple care sa ilustreze modul de utilizare al formulelor tratate (formula
de adunare si respectiv inmultire a probabilitatilor, formula probabilitatii totale si respectiv formula lui
Bayes).

Exemplul 2.1.2. Dintre cei 20 de studenti ai unei grupe, 6 cunosc limba engleza, 5 cunosc limba franceza,
2 cunosc limba germanda. Care este probabilitatea ca un student, luat la intamplare din aceastd grupa, sa
cunoasca o limbd straind (dintre cele trei mengionate)?

Rezolvare.

Consideram evenimentele:

FE: ,studentul considerat cunoagte limba engleza”,

F: ,studentul considerat cunoaste limba franceza”.

G: ,studentul considerat cunoaste limba germana”,

X: ,studentul considerat vorbegte o limba straina (dintre cele trei)”.

Din definitia clasica a probabilitatii avem

6 5 2
= = P(G) = 20"

Cum X = F|JFJG si evenimentele F, F, G nu sunt incompatibile doua cate doud rezulta folosind formula
lui Poincaré ca

P(EJrJe)
P(E)+P(F)+P(G)—P (EﬂF) s (EﬂG)
-p(FNG)+P(ENFNG).

Evenimentele E, F, G, sunt independente in totalitate si deci:

P(X)

P(X) = PE)Y+P(F)+P(G)—P(E)-P(F)-—P(E)-P(G)—
—P(F)-P(G)+P(E)-P(F)-P(QG)

6+5+2 6-54+6-2+5- 2+ 6-5-2

B 20 20 - 20 20+ 20 - 20

135 3 2

20 400 400 400

Exemplul 2.1.3. O urna contine a bile albe i b bile negre. Se extrag succesiv, fara repunere, trei bile. Care
este probabilitatea ca toate cele trei bile extrase sd fie albe (presupunem a > 3)?

Rezolvare.
Consideram evenimentele:
A;: ,a i-a bild extrasa a fost alba”, i =1,3
X: ,toate cele trei bile extrase au fost albe”.
Avem X = A; () Az2() As. Din formula de inmultire a probabilitatilor avem

P(X)=P(A;) P(Az2]a,) P(As|a,nas)-

Utilizand definitia clasica a probabilitatii obtinem
P (A1) =3t P(A2la) = 2557, P (A4 na.) = 5555 si deci

_ _a_ . _a—=1 _a—=2
P(X)_a—i-b at+b—1 a+b—2"
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Exemplul 2.1.4. Trei urne contin bile albe si bile negre in compozitiile:
Ul (aab)7 U2(Cad)a U3 (evf)'

Se extrage o bila din Us si daca ea este alba se pune in Uy $i se extrage o a doua bila din Uy iar daca este
neagra se pune in Us si a doua bila se extrage din Us. Sa se afle probabilitatile ca:

a) a doua bild extrasa sa fie albd;
b) prima bila extrasa sa fi fost alba daca a doua bila extrasda a fost neagrd.

Rezolvare.
Consideram evenimentele:
A;: ad-a bild extrasa a fost alba”, (i = 1,2);
N;: ,ai-a bild extrasi a fost neagra”, (i = 1,2).

a) Secere P (As3). Rezolvarea este un exemplu de utilizare a formulei probabilitatii totale cu sistemul complet
de evenimente Ay, N;. Avem

Ay = AN =A2N(A1UN) = (A2 A1) U (A2 V).
Cum A () Ap si Ax () N1 sunt incompatibile rezulta ca

P(Ay) = P<A20A1)+P<A2HN1)
= P(Al)P(AQ‘A1)+P(N1)P(A2|N1)

e a+1 n f c
e+fa+b+1 e+fet+d+1

Analog,
P(N2) = P(A1)P(Nzla,)+ P (N1i)P(Nz|n,)
e b f d+1
e+fa+b+1 e+ fc+d+1

(sau P (N3) =1— P (4,)).

b) Se cere P (41 |n, ). Rezolvarea ofera un exemplu de utilizare a formulei lui Bayes care permite interschim-
barea raportului de conditionare apriori-aposteriori. Probabilitatea P (A;|n,) ne este mai putin la
indeméana decat P (N3|a,) iar formula lui Bayes ne permite calculul lui P (A |y, ) cu ajutorul lui
P (Ns|a,). Avem

e b
P(Al‘N)—P(Al)P(N2|A1)— et [ atbtl
2) = = FAES|
P (N2) oy Al i ey e s

2.2 Scheme clasice de probabilitate

Sub acest titlu vor fi descrise anumite experimente aleatoare si vor fi calculate probabilitatile unor evenimente
ale acestora. Din multiple motive aceste experimente aleatoare apar foarte des in aplicatii. Traditional,
descrierea experimentelor respective se face cu ajutorul unor urne din care se extrag bile.

In cele ce urmeazi vom intelege prin urna o incintd in care se afla bile (sfere identice ca marime si
greutate, dar putand avea culori diferite). Din exterior nu se pot vedea culorile bilelor din urn&, insa se
considera ca exista un mecanism cu ajutorul caruia bilele pot fi extrase din urna, bilele existente in urna
avand toate aceeasi sansa de a fi extrase.
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2.2.1 Schema urnei cu bila nerevenita

Urna U contine a bile albe si b bile negre. Din U se fac n extrageri succesive de cate o bila fara intoarcere,
adica fara a reintroduce in urna bilele extrase. Sa remarcam ca modul acesta de a extrage n bile din urna U
este echivalent cu extragerea celor n bile deodata. Se pune problema determinarii probabilitatii evenimentului
X(]f_’ll7 ca din cele n bile astfel extrase k sunt albe si [ = n — k sunt negre. Evident ca a, b, n, k si [ sunt numere
naturale i n < a + b, k < min{n,a}, | < min{n, b}.

Sa ne imaginam ca cele a + b bile existente In urna U ar fi numerotate de la 1 la a + b. Experimentul
aleator al extragerii celor n = k + [ bile din aceasta urna are C’ji,l) rezultate posibile egal probabile. Dintre

. o U es . . k,l v . . . . . ~ v
acestea, favorabile realizdrii evenimentului X, sunt C*C} cici k bile dintre cele a bile albe existente in urna

pot fi alese in C¥ moduri diferite, fiecirei asemenea alegeri corespunzandu-i C’é moduri diferite de alegere a
[ bile dintre cele b bile negre existente in urna U.

Notam
Pay(k,l) = P(X}).

Dupa definitia clasica a probabilitatii se obtine

(2.1)

Observatia 2.2.1. Din cauza asemanarii membrului drept al relagiei (2.1) cu termenul general al seriei
hipergeometrice, schema urnei cu bila nerevenita se mai numeste schema hipergeometrica.

Exemplul 2.2.1. Urna U contine 3 bile albe si 2 bile negre. Din U se extrag deodata 3 bile (sau echivalent,
se fac 8 extrageri succesive de cdte o bild fard intoarcere). Sa se calculeze probabilitatea evenimentului A ca
cel mult doua din bilele astfel extrase sunt albe.

Rezolvare.
Este clar ca evenimentul A se realizeaza daca din cele trei bile extrase din U exact doud sunt albe, sau
exact una este alba, sau nici una nu este alba, adica

21 1,2 0,3
A= X35 X J X520
Evenimentele reuniunii care da evenimentul A sunt evident doua cate doud incompatibile, deci

P(A) = P(X3y)+ P(X53)+ P(X33)
= P3,2(2a 1)+P3,2(172)+P372(073)'

Dar X222 = () deoarece este imposibil ca din urna U si fie extrase (fird intoarcere) 3 bile negre, ea
3,2 p )
continand doar 2 asemenea bile. Atunci

Ps5(0,3) = P(X53) = P(0) =0

si deci
2.1 1.2
pP(4) = P32(2,1)+P32(1,2):C3 302 Cs 302
, | - »
3.2 31 9
-~ o P T MY
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2.2.2 Generalizare. Schema urnei cu bila nerevenita cu mai multe stari

O generalizare naturala a schemei precedente se obtine considerand ca in urna se gasesc bile de mai mult
decat doua culori (stari), si zicem de s culori.

Urna U contine a; bile de culoarea ¢;, i = 1,s. Din U se fac n extrageri succesive de cate o bild fara
intoarecere (ceea ce este echivalent cu extragerea celor n bile deodatd). Se cere probabilitatea evenimentului

Xffllg;“,’l‘s ca dintre cele n bile extrase k; sunt de culoarea c¢;, i = 1, s. Evident ca ay,aq,...,as, k1, ko, ... kg

S
gi n sunt numere naturale, > k; = n si k; < min{a;,n}, i =1,s.
i=1

In acest caz numarul total de evenimente elementare ale experimentului aleator este Cflliéjiif, iar
numarul evenimentelor elementare favorabile evenimentului X 511:522;;;;:5;’ este Ck1 . Ch2 .. Cks

Notam
P(XFkvkakay — p o e (R ke, k).

a1,a2;...,as
Definitia clasica a probabilitatii da
k k ks
GGz O

Pal,az,...,as(klak27"'7ks) k1+k‘2+...+ks . (22)
Ca1+a2+m+as

Exemplul 2.2.2. Dintre cele 10 bilete ale unei loterii unul este castigator cu 10000 u.m., douda sunt
castigatoare cu cate 5000 u.m., trei sunt castigatoare cu cate 1000 u.m. i patru sunt necastigatoare. Un
Jucator cumpdra patru bilete din aceastd loterie. Sa se calculeze probabilitatea p ca dintre cele patru bilete
cumparate unul sa fie castigator cu 5000 w.m., doud sa fie castigatoare cu cate 1000 u.m. si unul sa fie
necastigator.

Rezolvare.
Probabilitatea cdutata poate fi calculata utilizand relatia (2.2) si se obtine
aY-cy-c3-C; 1-2-3-4 24 4

- p 0.1.2.1) = — = — = —=~0.,114.
p 1,2,3,4(7 ,2,1) Ofo 210 210 35 )

2.2.3 Schema urnei cu bila revenita

Urna U contine bile de doud culori (albe gi negre). Compozitia urnei este cunoscuté in sensul ca se cunoaste
probabilitatea ca o bil§ extrasa din U sa fie alba (fie aceasta probabilitate p) si probabilitatea ca o bild extrasa
din U sa fie neagra (o notam cu ¢, ¢ = 1 — p). Din U se efectueaza n extrageri succesive de céte o bila cu
intoarcere (adica dupa extragerea oricarei bile gi observarea culorii ei, bila extrasa este reintrodusa in urna
inaintea extragerii urmatoare). Se cere probabilitatea evenimentului X* ci dintre cele n bile astfel extrase k
sunt albe (atunci restul de n — k bile sunt negre). Evident k si n sunt numere naturale si k < n.
Se obtine
P(Xy)=Cp-p*q" "

Observatia 2.2.2. Cum membrul drept al relatiei (??) este coeficientul lui t* din dezvoltarea cu formula
binomului lui Newton a lui (p + q)"™, schema urnei cu bila revenitd se mai numeste schema binomiald.
Aceasta schema este numita si schema lui Bernoulli. Esential in schema urnei cu bila revenita este faptul
ca, din cauza reintroducerii bilei in uwrnd dupd fiecare extragere, rezultatele extragerilor sunt evenimente
total independente si din acest motiv ea este uneori numitd schema extragerilor (probelor) repetate si
independente, iar schema urnei cu bila nerevenitd este numitd atunci schema extragerilor (probelor)
repetate si dependente.
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Exemplul 2.2.3. Urna U contine 2 bile albe si 3 bile negre. Din U se fac 6 extrageri succesive de cdte o
bila cu intoarcerea bilei in urnd dupa fiecare extragere. Sa se calculeze probabilitatea ca 4 dintre cele 6 bile
extrase sa fie albe, iar 2 sa fie negre.

Rezolvare.

Cum la fiecare extragere putem obtine oricare dintre cele 243 = 5 bile existente in urna, fiecare extragere
este un experiment aleator care genereaza cate un camp de evenimente cu 5 rezultate posibile echiprobabile.
Atunci, folosind definitia clasica a probabilitatii, gasim ca probabilitatea ca la oricare din cele 6 extrageri sa

se obtina o bila alba este p = R iar probabilitatea ca la oricare din cele 6 extrageri sa se obtina o bila neagra

3
este g = —.

Probabilitatea ca 4 din cele 6 bile extrase sa fie albe si 2 sa fie negre este

4 2
2 3 16 9 432
P:(4) = 4. - . — =15 —— = —— = 1 24.
6(4) = Cq <5> <5) 5625 25 3125 0,138

Observatia 2.2.3. Din schema urnei cu bila revenitd se obtine urmdatoarea schema numitd schema lui
Pascal. Sa presupunem ca urna U contine bile albe §i negre. Fie p probabilitatea ca o bila extrasa din U sa
fie alba si g = 1 — p probabilitatea ca o bila extrasa din U sa fie neagra. Se cere probabilitatea evenimentului
Y ca la efectuarea a n extrageri succesive de cadte o bild cu intoarcere din urna U sd se obtind k bile albe si
n — k bile negre, iar a n-a bild extrasa din U sd fie alba (adicd probabilitatea ca cea de a k-a bild alba sa se
obtind dupd ce au fost extrase n — k bile negre). Fard dificultate se obfine ca probabilitatea acestui eveniment

este
P (V) =P (XE1 () An) -

Deoarece rezultatul unei extrageri nu este influentat de rezultatele extragerilor precedente (bila fiind rein-
trodusd in urnd dupd fiecare extragere) avem

P(Yy) = P(X3Z1)-P(A) =P, a(k—1)-p=
At URS N (O D DO )

Observatia 2.2.4. Din schema lui Pascal se ob{ine ca un caz particular schema geometrica luand k = 1.
Probabilitatea ca efectudand n extrageri succesive de cate o bild cu intoarcere din wrna U (cunoscutd in sensul
ca se stie ca probabilitatea ca o bila extrasa din U sa fie alba este p, iar probabilitatea ca o bila extrasa din
U sa fie neagra este g =1 —p) sa se obtind pentru prima datd bila albd in cea de a n-a extragere este

P (Yy)

P (X8 An) = P(X00) - P(An) =
= Pq(0)p=Co_ - p" " " p=p-g" .

n—1

Denumirea de schema geometrica provine de la faptul ca probabilitatea p - ¢ este al n-lea termen al

progresiei geometrice cu primul termen p si ratia q.

2.2.4 Generalizare. Schema urnei cu bila revenita cu mai multe stari

Aceasta schema este o generalizare naturald a schemei urnei cu bila revenita, ea referindu-se la extrageri cu
intoarcere dintr-o urna in care exista bile de mai mult decat doua culori.
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Urna U contine bile de s culori ¢1,¢2,...,¢5, s € N, s > 2. Compozitia urnei U este cunoscuta in sensul
ca se cunoaste probabilitatea ca o bila extrasa din U sa aiba culoarea ¢;, i = 1,s. Fie aceasta probabilitate

S
p;. Evident p; >0,i=1,ssi ). p;=1.
i=1

Din U se fac n extrageri succesive de cate o bila cu intoarcere (adica, dupa extragerea oricarei bile si
observarea culorii ei, bila extrasi este reintrodusd in urnd inaintea extragerii urméatoare).

Se cere probabilitatea evenimentului X*1:¥2*s ca dintre cele n bile astfel extrase k; si fie de culoarea
S

ci,i=1,s. Evident 0 < k; <n,i=1,s81 >, k; =n.
i=1

Notam P(XFuvkzeks) = P (ky, ko, ..., ks) si se poate deduce formula:

n!

Pn(khk% te ks) = mp

Miphz | phs, (2.3)
Remarcam ca dacd in (2.3) ludm s = 2 gi notdm p; =p, po =1 —p = ¢, k1 = k si ks = n — k se obtine
membrul drept al relatiei (?7).

Observatia 2.2.5. Deoarece membrul drept al relafiei (2.3) este coeficientul lui t¥¢52 ..t din dezvoltarea
lui

(p1t1 + pata + ... + psts)"”

schema urnei cu bila revenita cu mai multe stari se mai numeste schema polinomsiald sau schema mul-
tinomiala.

Exemplul 2.2.4. Urna U contine 2 bile rosii, 4 bile albe si 3 bile albastre. Din U se fac 6 extrageri succesive
de cate o bila cu intoarcere. Se cere probabilitatea ca dintre cele 6 bile extrase una sa fie rosie, doud sa fie
albe si trei sa fie albastre.

Rezolvare.
. 2 4
Avem evident p; = 7 P2 = 9 P3

Fs(1,2,3) = 1!253! <§>1 <3>

2.2.5 Schema urnelor lui Poisson

g, n==06, k1 =1, ks = 2 si k3 = 3, deci probabilitatea ceruta este
3
< ) ~ 0,0325.

Schema urnelor lui Poisson este o alta generalizare a schemei urnei cu bila revenita.

Experimentul de la schema urnei cu bila revenita studiata in sectiunea 2.2.3 poate fi imaginat si in modul
urmator: exista n urne Uy, Us, ..., U, cu compozitii identice, din fiecare urna se extrage cate o bila si se
cauta probabilitatea evenimentului ca dintre cele n bile astfel extrase k sunt albe.

O generalizare a acestui experiment se obtine considerand ca cele n urne au comporzitii diferite.

Sa presupunem date urnele Uy, Us, ..., U, si ca aceste urne contin bile albe si negre, compozitiile urnelor
sunt cunoscute in sensul ca se stie ¢ probabilitatea ca o bild extrasa din U; s fie alba este p;, i = 1,n (atunci
probabilitatea ca o bild extrasa din U; sa fie neagra este ¢; = 1 — p;, i = 1,n). Se extrage cate o bild din
fiecare din cele n urne si se cere probabilitatea evenimentului X* c& dintre cele n bile astfel extrase k sunt
albe si n — k sunt negre. Evident 0 <p; < 1,i=1,n5 0 <k < n.

Daci A; este evenimentul cd bila extrasd din U; este alba atunci P(A;) = p; si P(A;) =1 —p; = ¢;.

[ V)

O w
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Se constata usor ca probabilitatea ceruta este egald cu coeficientul lui ¥ din polinomul (pit + q1)(pat +
q2) - - - (put + q) de gradul n in t, astfel incat probabilitatea P(X*) este data de relatia
n n
> PxMt =TIt +a). (24)
k=0 i=1

Remarcam faptul ca dacd in schema urnelor lui Poisson consideram toate cele n urne identice (adica
pi =D, ¢ = ¢, i = 1,n) atunci relatia (2.4) devine

P (XM ¢ = g,
k=0

astfel incat
P(X") = Crptq" ™",
adica P(X*) = P, (k) dat de relatia (2.4).

Exemplul 2.2.5. O intreprindere agricola cultiva grau in 3 ferme. Din date statistice se stie cd probabilitatea
ca intr-un an oarecare productia de grau la hectar sa depaseasca 3000 kg este p1 = 0,5 la prima fermd,
p2 = 0,4 la a doua si p3 = 0,6 la ferma a treia. Se cere probabilitatea evenimentului X ca intr-un anumit
an productia de grau la hectar sa depaseasca 4000 kg la cel putin doud din cele trei ferme.

Rezolvare.

Notam cu X* evenimentul ca exact in k dintre cele 3 ferme productia de grau in anul respectiv depiseste
3000 kg la hectar, k = 0, 3. Se observa ci evenimentul X* este de tipul celor descrise in schema urnelor lui
Poisson.

Avem

P(X) = P (X2 JX?) = P(X?) + P (X?).

Relatia (2.4) ne da
(0,4t +0,6)(0,5t +0,5)(0,6t + 0,4) = 0,12 4 0, 38t + 0, 38> 4 0, 12¢>,
astfel ca P(X?) = 0,38 si P(X3) = 0,12, deci
P(X) =0,38+0,12 = 0,50.

UNITATEA 2. Variabile aleatoare. Repartitii clasice de probabili-
tate

2.3 Variabile aleatoare

Pana acum evenimentele au fost studiate mai intai din punct de vedere calitativ, iar o data cu introducerea
probabilitatilor si din punct de vedere cantitativ. Studiul se extinde prin considerarea unei notiuni noi, aceea
de variabila aleatoare, variabila care va juca un rol similar in teoria probabilitatilor ca si variabila din
cadrul analizei matematice sau din alta parte a matematicii.

In cazul variabilelor aleatoare valorile vor fi luate dintr-o anumiti multime nu in mod cert ci numai cu
o anumita probabilitate. Ca notatie pentru variabila aleatoare se utilizeaza de obicei literele mari latine sau
pot fi utilizate si literele grecesti n, ¢, ...

Consideram un camp de probabilitate (€2, C, P) .
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Definitia 2.3.1. Se numeste variabila aleatoare reald orice aplicatie
X:0—R

care asociazd fiecarui element w un numdar real X (w) ,
wr— X (w)

astfel incat
X! (~o00,x) € K, Vx €R.

Aici, prin X! (—oc0,x) am notat evenimentul identificat cu multimea elementelor w € Q astfel incat
X (w) < z, adicd

X! (~00,7) ={w|weQ, X (w)<az}.

Observatia 2.3.1. In cele ce urmeazi vom avea in vedere doud categorii de variabile aleatoare si anume:

— variabile aleatoare de tip discret;

— variabile aleatoare de tip continuu.

Variabilele aleatoare de tip discret sunt acelea pentru care mulfimea valorilor (codomeniul lui X ) este
o mulfime finita sau numarabila de forma

M:{.’EZ |£L’Z GR}iEI’ I CN.

Variabila aleatoare de tip continuu este variabila a carei codomeniu M este un interval M = [a,b] C R

inchis sau nu.

Exemplul 2.3.1. Notam cu X wvariabila aleatoare care reprezinta suma punctelor obtinute la aruncarea a
doud zaruri. Atunci
M ={2,3,4,5,6,...,11,12}.

Exemplul 2.3.2. Fie Q = {wy,wa,ws}, K= {0, {w1},{ws,ws},Q}, M = {x1,22} CR, 21 < z2. Ardtdm cd
X: Q= M, X(w) =21, X(w2) =2, X(ws) = a2 este o variabila aleatoare.

Rezolvare.
XY(~o0, z)) =0 € K, pentru orice z < x1;
X7Y((—o00, 2)) = {w1} € K, pentru orice 71 < x < xy;
X71((~00, 7)) = {wa, w3} € K, pentru orice z > xs.

Definitia 2.3.2. Daca X este o variabila aleatoare de tip discret atunci numim functie de probabilitate
$t 0 motam cu
fX M — R

functia care asociaza fiecarui
x; — fx () = P({X =x;})

unde {X = x;} reprezintd evenimentul ca variabila aleatoare discretd X ia valoarea x;.
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Observatia 2.3.2. Atunci cand nu e pericol de confuzie indicele X de la functia f se va omile si vom nota
f(xi) cu p;, unde p; reprezintd probabilitatea evenimentului ca variabila X sd ia valoarea x;. Se constatd
fard greutate ca sistemul de evenimente {X = x;},.; este un sistem complet de evenimente si atunci vor fi
indeplinite tntotdeauna urmdatoarele doud conditii:

>.pi=1;
el
p; >0, 1€1.

Astfel variabilei aleatoare de tip discret X i se asociazd un tabel (tablou) de repartifie (distributie) de

forma
X:(Ii> sau detaliat X:(gg1 T2 I )
Pi Jier pr P2 .- Pn ...
Se vede ca repartitia (distributia) contine pe prima linie valorile pe care variabila aleatoare le ia, de obicei

scrise o singurd data si in ordine crescatoare, iar pe linia a doua sunt trecute probabilitatile cu care variabila
aleatoare X 1a wvaloarea corespunzatoare p;.

Exemplul 2.3.3. Revenim la primul exemplu din aceastd sectiune si cerem in plus sa construim distributia
acestei variabile aleatoare. Atunci

(23456789101112)
X:1114i6ii321~

36 36 36 36 36 36 36 36 36 36 36

2.3.1 Operatii cu variabile aleatoare de tip discret

Ca si cu variabilele obignuite, si cu variabilele aleatoare se pot face operatii. Pentru fiecare noua variabila
obtinuta dupa efectuarea operatiilor trebuie sa cunoastem tabloul de repartitie.

1. Adunarea unei variabile aleatoare X cu un numér constant C:

C+X: ( C+a ) ;
2 iel

(]
2. Inmultirea unei variabile X cu o constanti C:
C-X: ( ¢z > ;
Pi iel
3. Ridicarea la putere a unei variabile aleatoare X. Fie k € N. Atunci:

Pi Jer

Cand au sens z¥ se poate lua k € Z sau chiar k € R.

4. Suma a doua variabile aleatoare X si Y:

X:(mi> ,Y:(yi) :>X+Y:<xi+yj> :
Pi Jicr Qi ) er Dij iel, jeJ
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unde

piy = P ({X =2 (Y =)
Caz particular. Atunci cand X si Y sunt independente,
{(X=x} [V {YV =y} V(i,j)eIxJ
vor fi tot independente, deci p;; este produsul p;; = p; q;.

5. Produsul a doua variabile aleatoare X si Y:

X-Y: < il )ieI,jeJ’pij :P({X=$i}ﬂ{Y=yj})-

Pij
Exemplul 2.3.4. Se considera variabilele aleatoare de distributii:
-1 0 2 -2 1
X ( 0.3 0.5 0.2 ) v ( 0.4 0.6)'

Presupunem cd acestea sunt independente. Sa se efectueze urmdtoarele operatii: 2X, 3+Y, X*, X+Y, XY, %
Rezolvare.

2 0 4
2X (0.3 0.5 0.2)’

14
sy 0.4 0.6)’

0 1 16
05 03 02 )°

-3 0o -2 1 0 3 N
0.12 0.18 0.2 0.3 0.08 0.12

-3 -2 0 1 3),

0.12 0.2 0.26 0.3 0.12
_1 1
Y 0.4 0.6)’
(D(H=1 (Di=-1 0 0 1 2\
0.12 0.18 0.2 0.3 0.08 0.12

1
-1 0 3 2
026 0.5 0.12 0.12

2.3.2 Functia de repartitie

Studiul variabilelor aleatoare se poate considera si prin intermediul unei noi functii asociate variabilei alea-
toare. Aceasta functie numita uneori functie cumulativa a probabilitatilor are o serie de proprietati
foarte usor de exploatat, mai ales cand e vorba de a evalua probabilitatile unor evenimente construite cu
variabile aleatoare. Fie X o variabila aleatoare discreta.
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Definitia 2.3.3. Se numeste funciie de repartitie asociatda lui X, si se noteazd cu
Fx :R— [0, 1] s
functia care asociazd x — Fx (x), definitd prin

Fx(z) ¥ PUx <)),

Observatia 2.3.3. Atunci cind nu existd pericolul de confuzie se va renunta la indicele X si la acoladele
din membrul drept si vom folosi notatia

Fx)=P(X <uz).
Exemplul 2.3.5. Sa construim functia de repartitie pentru variabila aleatoare X din Exemplul 2.3.4.

Rezolvare.
Reprezentam pe o axa valorile variabilei X. Studiem fiecare caz in parte:
Dacix < -1 = F(z)=P(X <x)=P(D) =0;
Dacd —1<2<0= F(z)=P(X <z)=P(zx=-1)=0.3;
Daci0<z<2 = F(z)=P(X <z)=P{z=-1}u{a=0}) =
=0.340.5=0.28;
Dacdiz >2 = F(zx)=P(X <z)=1.
Deci putem scrie
0, r<—1
03, —-1<z<0

0.8, 0<z<2
1, x> 2

Proprietati ale functiei de repartitie.
Folosind doar definitia si proprietati ale probabilitatilor, se deduc urmatoarele proprietati ale functiei de
repartitie.

1) 0< F(z) <1
2) F(—o0) = IEIPOOF () =0; F (4+o00) = lim F(z)=1;

r—+o0

3) F este crescatoare: V 2/, 2" € R, are loc implicatia
<2 = F(2)<F(2");

4) F este continua la stanga: V z, € R,

5) Va', 2" € Ricu 2’ < 2, are loc egalitatea
P@<X<a)=F@&")-F().

Justificare: Pornim de la evenimentul X < z”.
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Observatia 2.3.4. Plecind de la Proprietatea 5) se demonstreazd ca sunt adevarate relatiile:
P <X <a") F")-F @)+ P(X=2");
P@<X<a2") = F@")—-F(@)-P(X=2a");
P@<X<2") = F@)-F@@)+P(X=2")-P(X=1").

2.3.3 Variabile de tip continuu

In aplicatii, variabilele aleatoare de tip discret nu sunt intotdeauna suficiente. Intr-adevar, exista probleme
care sunt descrise de variabile aleatoare ce nu sunt discrete.

Exemplul 2.3.6. Greutatea unui produs este reprezentatd printr-o variabila aleatoare care ia orice valoare
dintr-un anumit interval. Este nevoie sa se aiba in vedere o vartabila aleatoare de tip continuu.

Definitia 2.3.4. Variabila aleatoare reala X este de tip continuu daca functia sa de repartitie F este data
printr-o relatie de forma:

Fa)= [ £

f fiind o functie integrabila pe orice interval de forma (—oo,x), x € R.

Functia de repartitie a unei variabile aleatoare de tip continuu se bucura de aceleasi proprietati ca si in
cazul variabilelor aleatoare de tip discret precum si de proprietati specifice.

Observatia 2.3.5. Din definitia de mai sus i avand in vedere proprietatile integralelor, avem

F(zx+ Az) — F(z)
Az—0 Ax '

Definitia 2.3.5. Functia f se numeste functie densitate de probabilitate a variabilei aleatoare de tip
continuu, $i are proprietati similare cu acelea ale functiei de probabilitate din cazul discret.

Teorema 2.3.1. Daca F' este functie de repartitie a unei variabile aleatoare continue, atunci densitatea de
probabilitate f are urmdtoarele proprietati

1) f(z) >0, Va € R;
2) [ f(t)dt=1.

Observatia 2.3.6. Dupad cum in cazul variabilei aleatoare discrete aveam o asa-zisa repartitie, adicd un
tablou cu doua linii, pe prima linie fiind trecute valorile variabilei, iar pe a doua funciia de probabilitate, tot
asa $i la variabilele aleatoare de tip continuu vom considera o asa numitd repartitie sau distributie. Astfel,
pentru o variabila aleatoare de tip continuu care ia valori doar dintr-un interval al axei reale, repartitia va

avea forma:
X: . )
(f(:C) xeR

o0

f(x)>0,VzeR i /f(t)dtzl.

unde
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2.3.4 Caracteristici numerice ale variabilelor aleatoare

Studiul variabilei aleatoare atat de tip discret cat si de tip continuu se extinde prin introducerea unor
caracteristici numerice cu ajutorul carora se dau informatii suplimentare despre ele. Aceste caracteristici se
impart in mai multe categorii:

— de grupare: care evidentiaza niste numere in jurul carora se grupeaza valorile variabilelor;

— de imprastiere (de depdartare): care dau informatii asupra gradului de departare a valorilor variabilelor
fata de o caracteristica de grupare principala;

— priwvind forma distribuiei: simetrie, asimetrie, boltire, turtire, etc.

Caracteristici de grupare

Sunt nigte numere care se determina pornind de la variabila aleatoare considerata, numere in jurul carora se
grupeaza toate valorile variabilei aleatoare.

Valoarea medie. Valoarea medie este considerata cea mai importanta dintre caracteristicile de grupare.

Definitia 2.3.6. Se numeste valoarea medie a variabilei aleatoare X si se noteaza M (X) numdrul calcu-
labil prin una din relatiile

M(X) = inpi, daca X este variabila aleatoare discretd;
icl
+oo
M(X) = / xf (x)dx, daca X este variabila aleatoare continud.
— 00

Exemplul 2.3.7. Fie variabila aleatoare X avand distributia
-2 1 2
X < 04 0.3 0.3 >

M(X)=-0.8+03+06=0,1.

Valoare medie a lui X este

Exemplul 2.3.8. Fie variabila aleatoare X avand distributia

) x 3% z€](0,1]
X ( f(x) >meR7 unde f(x)—{ 0 in rest

Valoare medie a lui X este
4

+o00 1
M(X):/ xf(m)dxz/o xSxde:?)%‘(l) =

— 00

3

T

Propozitia 2.3.1. Valoarea medie are cateva proprietati. Astfel daca X $i'Y sunt variabile aleatoare, ¢ o
constanta reald, avem

1) M(c-X)=c-M(X);
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2) M (C) = ¢, unde variabila aleatoare constanta C' : ( i )7.

) M(X+Y)=M(X)+M(Y);
4) M(X-Y)=M(X)-M(Y), daca X,Y sunt independente;
5) Xmin < M (X) < Xz, unde Xopin, Xmaz sunt valorile minime gi mazxime pe care le poate lua X ;

6) a < M (X) <b unde X este o variabila aleatoare continud, iar [a,b] e intervalul pentru care fx (x) # 0.

Valoarea modala (moda).

Definitia 2.3.7. Se numeste valoarea modala a variabilei aleatoare X numarul notat cu M, (X) care este
valoarea variabilei X cu cea mai mare probabilitate (valoarea cea mai probabild) pentru variabila aleatoare
discreta, respectiv argumentul pentru care f are valoare mazxima in cazul variabilelor de tip continuu.

Exemplul 2.3.9. Pentru variabila aleatoare prezentatd in Exemplul 2.5.7 avem M, (X) = —2.

Exemplul 2.3.10. Fie X din Exemplul 2.3.8. Avem M, (X) = 1.

Valoarea mediana.

Definitia 2.3.8. Se numeste valoare mediand a variabilei aleatoare X numarul M. (X) care imparte
repartitia in doud parti egale, adicd e este numdrul pentru care P (X < M, (X)) > 3 < P(X > M, (X)).

Observatia 2.3.7. In cazul cind se utilizeazi functia de repartitie din Definitia 2.5.3 se deduce ca

adica valoarea mediand este solutia inecuatiilor

1 1
F(Me(X))§§ s F(Me(X)+0)2§.
Exemplul 2.3.11. In cazul variabilei X din Ezemplul 2.3.8 avem
0, <0 0, <0
F(z)=1 [53t%dt, z€(0,1] = F(z)={ 2 z¢€(0,1]
1, r>1 1, x>1
1 . oa 1 1
= F(z) =< adicd 2°=- =20=—== M. (X).

2 2 2

Momentele de ordin superior. In aceeagi categorie de caracteristici de grupare figureaza asa zisele
momente de ordin superior. In unele aplicatii este nevoie sa se utilizeze puterile naturale ale unei variabile
aleatoare X2, X3 ... X* valori pentru care caracteristicile de grupare principale joacd un rol important.
Astfel introducem momentele de ordin superior in urmatoarea definitie.
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Definitia 2.3.9. Se numeste moment de ordin k al variabilei aleatoare X si se noteaza v, numdrul
vy = M (X¥).
Se observa ca v; = M (X), vy = 1. Cele mai des utilizate in aplicatii sunt vs, vs, vy.

-2 1 2

Exemplul 2.3.12. Fie X : ( 0.4 0.3 0.3

) . Atunci

v = M(X?)=(-2)%-0,4+1%.0,3+2%.0,3=1,6+0,3+1,2=3,1;
s M (X?)=(-8)-0,4+0,3+8-0,3=3,2+0,3+2,4=5,9;
vi = M(X*)=16-0,4+0,3+16-0,3=06,4+0,3+4,8=115.

Exemplul 2.3.13. Pentru X : ( 3:02 ) avem
x z€[0,1]

1

3

Vg = / z232%dx = =;

0 )

L 1

vy = / 2332%dx = =;

0 2
1

3

vy = / 2132%dr = =.

0 7

Caracteristici de imprastiere (sau de departare)

Dupa ce au fost analizate principalele caracteristici de grupare vom evidentia cat de departate sunt valorile
variabilei fatda de o valoare de grupare. Intr-adevir, valoarea medie di informatii asupra numarului in jurul
caruia se grupeaza valorile variabilei, dar acestea nu sunt de ajuns. De exemplu in cazul variabilelor aleatoare
care pot fi diferite dar sa aiba aceeagi valoare medie.

) g1 Xo: ( _1100 180 > Atunci

—_

Exemplul 2.3.14. Fie variabilele X : ( _11
2 2

11
2 2
M (X1) =M (X3) =0,
cu toate ca valorile lor difera semnificativ.
Exista mai multe caracteristici de imprastiere. Cele mai des utilizate sunt
— dispersia (varianta);
— abaterea medie patratica;

— momente centrate de ordin superior.
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Dispersia. Dispersia este cea mai importanta caracteristica de imprastiere.
Definitia 2.3.10. Se numeste dispersia variabilei aleatoare X numdrul notat D (X) definit ca valoare medie
a patratului variabilei aleatoare abatere [ X — M (X)], adicd numdrul
D(X)=M {(X ~M(X)?].
Avem
D(X) = Z(Sﬂi — M (X))’ ps,

il
daca X este variabila aleatoare discreta;

D(X) = /OO (z— M (X))* f (z) da,

—00

daca X e variabila aleatoare continua.

Propozitia 2.3.2. Dispersia are urmdatoarele proprietdti

X) =M (X?) - (M (X))* = v — v}

-2 1 2

Exemplul 2.3.15. Pentru X : ( 0.4 0.3 0.3

) din Exemplul 2.5.7 avem valoarea medie M (X) = 0.1

st dispersia
D(X)=(-2-0,1)%-0,44(1-0,1)*-0,3+(2—0,1)*-0,3 = 3,09

sau

D(X)=vy —v}=3,1-0,01=3,09.

Exemplul 2.3.16. In cazul variabilei aleatoare continue din Ezemplul 2.5.8 avem

sau

Exemplul 2.3.17. Pentru Xy din exemplul 2.5.1/ avem

1 1
D(Xi)= (-1-07 S+(1-07 5 =1,
iar pentru Xo din acelasi exemplu aveam
1 1 1002
D(X5) = (—100—0)2-§+(100—0)2-5 =2. = 10000.
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Abaterea medie patratica.

Definitia 2.3.11. Se numeste abatere medie patraticd o variabilei aleatoare X si se noteazd o (X)
numarul dat prin relatia
oc(X)=+vD(X).

Abaterea medie patratica a fost introdusa pentru ca unitatile de masura ale acesteia sunt exact aceleasi
cu unitatile de masura ale valorilor variabilei aleatoare.
Momentele centrate de ordin superior. Pentru k € N se introduc ca o extensie a dispersiei, momentele

centrate de ordin superior.

Definitia 2.3.12. Se numeste moment centrat de ordinul k al variabilei aleatoare X i se noteazd puy
valoarea medie a puterii k a variabilei abatere

e = M [(X = M (X))"].
Observatia 2.3.8. Momentele centrate de ordinul 1 si 2 sunt 3 =0 si uo = D (X). Cele mai des utilizate
sunt ps, [a.

Teorema 2.3.2. Intre momentele centrate de ordin superior . §t momentele de ordin superior vy, exista
relatia de legatura

k
pe = Ci (1) i (1)
1=0

In particular avem

2.
M2 = V2 —Vq;
3
Wt = vz —3vauy + 2u7;
pe = vq—A4vsv + 61/21/12 — 3Vil.

Demonstratia se face folosind definitia 2.3.12 a momentului centrat de ordin superior, formula binomului
lui Newton pentru (X — M (X))k si proprietatile valorii medii.

Cazul distributiilor clasice. Prezentam in continuare valoarea medie si dispersia in cazul variabilelor
aleatoare care urmeaza distributii clasice.

Distributia M(X) | D(X)
Binomiala np npq
. L o b b

Hipergeometrica N4 N4 ats Zi =1
Poisson A A
Pascal (Geometrica) I% 1%

. v a+b (b—a)?
Uniforma 5 2
Normali m o?
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2.4 Repartitii clasice

Dupa cum s-a vazut in Capitolul precedent, exista doua clase de variabile aleatoare si anume variabile
aleatoare de tip discret si de tip continuu. In acest capitol se vor evidentia cateva astfel de variabile, de
cele doua tipuri, care sunt cunoscute si sub denumirea de repartitii clasice. Acestea sunt importante fie
prin legatura lor cu diferite scheme clasice de probabilitate, fie functiile lor de probabilitate / densitate de
probabilitate sunt functii cunoscute cu anumite proprietati remarcabile. Ele au fost studiate de-a lungul
timpului de diferiti matematicieni carora unele le poarta numele.

2.4.1 Repartitii clasice de tip discret

Acestea se impart la randul lor in discrete simple i numarabile dupa numarul de valori (finit sau infinit) pe
care le pot avea. Prezentam in continuare cele mai cunoscute repartitii clasice de tip discret.

Repartitia hipergeometrica

Definitia 2.4.1. Variabila aleatoare X de tip discret urmeaza legea hipergeometrica daca distributia ei
are forma:

k ckenk
X : , unde Pyy(k,n—k)=—22%t
(puaton ) o ol =) ="cn’

a,b,n € N sunt parametrii distribufiei care trebuie sa indeplineasca conditiile
n<a-+b, max(0,n—>b) <k <min(n,a).

Observatia 2.4.1. Probabilitatile P, y(k,n — k) din distributia lui X sunt cele de la schema urnei cu bila
nerevenitd cu doud stari (schema hipergeometricd,).

Verificarea conditiilor pentru ca P, ;(k,n — k) sa fie o functie de probabilitate are loc in doud etape.

Ckcnfk
1) Py (k,n—Fk) = % > 0;
a+b
n 1 n
2) S Py(bn—k)=——>CkCpF=1.
k=0 a+b k=0

A doua relatie are loc daca se tine seama de relatia lui Vandermonde
n
k n—k __ n
E CoCy " =Cpyy.
k=0
Aceasta se demonstreaza prin identificarea coeficientilor lui " din egalitatea

(1+2)"=1+2)"1+2)", n<a+b

Notam in cele ce urmeaza
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probabilitatile evenimentelor ca la prima extragere sa se obtina o bila de culoarea din care avem a bile,
respectiv de culoarea din care avem b bile. Este atunci imediata egalitatea

p+q=1

Ne propunem sa calculam in continuare principalele caracteristici numerice pentru distributia hipergeo-
metrica, si anume valoarea medie si dispersia.

Calculul valorii medii pentru distributia hipergeometrica Conform relatiei de definitie avem

X)=> kP (k.n—k)= 0" chkcn k
k=0 at+b =1

Modificam produsul kC¥ astfel:

B al (a —1)! B _
KCa =y Kl (a— k). a(k—l)!(afk)!_acg_ll'

Atunci, pentru valoarea medie avem folosind relatia lui Vandermonde

Z k=1,m—k _ @
kC a—1 Cb = CT
a+bk 1 a+b

n—1
Ca+b—1'

Se efectueaza simplificarile dupa scrierea explicita a combinarilor gi obtinem

a
a+b

MX)=n- =n-p.

Calculul dispersiei pentru distributia hipergeometrica Vom porni cu formula de calcul a dispersiei
si anume

D(X)=M (X?) —[M(X)?.

Calculam pentru inceput momentul de ordinul doi

M(X?) = > KPap(k,n—k)= > krckert
— a+b p—1
1 n
= Y [k(k—=1)+KCiCy"
atbp=1
= Zk —1ckepF + chkcn §
Caro |12 k=1
Se evalueaza urmatoarele expresii
|
k(k—1)CF =k (k z =
(k= 1)CF = (k=) g,
a—2)! -
a(al)(lc_g)!m)_k)!a(al)ctlz 22, k>2,
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kCF =aC*—l k> 1.

a—1>

Momentul de ordinul doi se va scrie succesiv dupa cum urmeazé (se foloseste relatia lui Vandermonde):

n n

a — n— a (a‘ B 1) — n—
M(X2) = cn ZC&,%C;) k+ cn ZC(IZCfZQCb i
a+bp_—q at+b  p—o
a n—1 a (a‘ B 1) n—2
= cr Cato1 T o, Catoa
a aa—1)
= —1 .
na+b+n(n )(a+b)(a+b—1)
Stiind c& M (X) = n%, putem calcula dispersia astfel:
a
D(X) = M(X?)~[M(X)”
a ala—1) , a?
= + -1 _
e I R e VR P
a b a+b—n
= n . .
a+b a+b a+b-1
sau
a+b—n
DX)=n-p-qg———.
(X)=n-p qa-l—b— 1
In concluzie, pentru repartitia hipergeometrica avem
M(X)=n-p
a+b—n
DX X)=n-p-g—m0m ——
(X)=n-p Tavb—1
a b
up=——, q=

a+b a+b

Repartitia binomiala

Definitia 2.4.2. Variabila aleatoare de tip discret urmeaza legea binomaiala daca distributia ei are forma:

+ ( PO )

unde P (n,k) = Ckpkq"=%  pel0,1], ¢=1—p.

Observatia 2.4.2. Probabilitatile P (n,k) din distributia lui X sunt cele de la schema urnei lui Bernoulli
(schema binomialad).

Conditiile din definitia unei functii de probabilitate sunt verificate de P (n, k) dupd cum urmeaza:
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1) P(n,k) = CkpFq"=F > 0;

2) kZZ:OP(n,k) kzck PFF = (p+q)" = 1.

Calculul valorii medii pentru distributia binomiala

X):Zn:kP(nk Zk kgn=k,
k=0

Exprimam produsul kC* astfel

kL n! B (n—1)! B 1
RCn = kk! (n—k)! n(k‘ — D' (n—k)! nCh-1-

Atunci avem
X) = anCfi et npz P =p(p+ )" = mp
deci M (X) =n-p.
Calculul dispersiei pentru distributia binomiala Pornim cu relatia de calcul a dispersiei gi anume

D(X) =M (X*) — [M (X)]

iar momentul de ordinul doi este

n

M(X%:é) ZkQCM"k D k(k=1)+ K ChpFgn =

k=1

:zn:k‘(k‘—l) k”k+2k kﬂk Zk. _1 Ckkn k_’_np.

Se evalueaza produsul k (k — 1) C¥ astfel:
B K B n! B B (n—2)!
k(k-=1)C}=k(k 1>7k!(n—k)!_n(n 1)—(k—2)!( Bl
si avem
M(XQ) _ Z (n_l)ck2knk+np:
k=2

= n(n-1)p ch PP o =

= n(n-1)p’ (p+q) St =
= n(n—1)p*+np.
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Atunci, pentru dispersie avem
D(X)=n(n—1)p*+np— (np)* =np(1-p)

sau
D (X) = npg.

In concluzie, la repartitia binomiala avem

MX)=n-p, DX)=n-p-q.

a
Observatia 2.4.3. La repartitia hipergeometrica am introdus notatiile p = R st q = si daca
a

facem ca a + b — oo obtinem din repartitia hipergeometrica repartitia binomiala.

a+b

Repartitia Poisson

Definitia 2.4.3. Variabila aleatoare X de tip discret urmeaza legea Poisson daca distribulia ei are forma

X: < P)\k(k) )k_(]’l’z,..

k

A
unde Py (k) = Fe_/\ si A>0.

Conditiile pentru functia de probabilitate se verifica astfel

)\k
1) P (k) ﬁe’)‘ > 0 pentru A > 0;
o0 oo k %) Ak
2) Y P\(k)= )\f'e*)‘:e’)‘ —':e’)‘- A=1.
k=0 k=0 k! k=0 k!

unde am tinut cont de dezvoltarea in serie Mac Laurin a functiei e” :
ok
x
e’ = E —, xR
k!
k=0

Calculul valorii medii pentru repartitia Poisson

s} s )\k _ _ > )\k_l _
M(X) = Zk Py (k) = Zkﬁe X =e ’\)\Zk(k_ i = e et =\
k=0 k=0 k=1

Calculul dispersiei pentru repartitia Poisson

D(X) =M (X*) — [M (X)]
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Momentul de ordinul doi se calculeaza astfel
o o AR
M(X?) = }:WRMM=64§:%%—1H%iH
k=0 =

k=1

= A\ EOO AP + e EOO A = MM + he e
DY —_ 1)
k=2(k 2)! Pt (k—1)!

= A4

Atunci dispersia este
D(X)=M+A-A =\

In concluzie, la repartitia Poisson avem
M((X)=D(X)=A\

Observatia 2.4.4. Daca variabila aleatoare X urmeaza legea binomiala, adica are distributia

k k, k n—k
X: unde P (n,k)=C),
( P(n,kz) )k—O,n ( ) pq

st daca p = py, astfel incat np, = X\ > 0, atunci pentru n — oo, X urmeaza legea lui Poisson, adicd
)\k
lim P (n, k) A

= ——€

. A
Intr-adevar, daca p=p, = — si ¢=1—p=1— — atunci putem scrie
n n

lim P (n,k) = hmn(n—l)...(n—k+1) (>\>k<1_)\>nk

n—s oo n—soo k! n n
N o -1 n—k+1 A\ F A\
= lim > —. s 1-= 1-=
n—oo k! n n n n n
)\k
)
k!

Observatia 2.4.5. Deoarece np, = A, cand n — oo probabilitatea p, este mica. Aceastd probabilitate
se considerd ca fiind probabilitatea de aparifie a unui eveniment. Fa fiind micd, legea lui Poisson se mai
numeste i legea evenimentelor rare.

Repartitia geometrica

Definitia 2.4.4. Variabila aleatoare X de tip discret urmeaza legea geometrica daca distributia ei are

forma:
k
X < )
P (k) k=1,2,3,...

unde P (k) =pg" ', pe (0,1) sig=1—p.
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Verificarea conditiilor pentru functia de probabilitate:
1) P(k)=pg"~" > 0;

1

2) Y P(k)=p> ¢! =Py, T L.
k=1 k=1 q

unde s-a folosit formula pentru suma seriei geometrice de ratie subunitara g:

o 1
qu = 1—qg

k=1 4
Observatia 2.4.6. Probabilitatile P(k) sunt cele din schema geometricd.

Calculul valorii medii pentru repartitia geometrica

M(X)=Y kP(k)=> kpd"~ ' =pY k¢* .
k=1 k=1 k=1
Consideram suma,
s1=> k"' = 142043 +...=(q+++..)
k=1
- (%) -

1—gq (1-¢q)*
Atunci avem 1 1
M(X)=p——7y=-.
(I-9¢" P

Calculul dispersiei pentru repartitia geometrica Pornim de la relatia de calcul

D (X) =M (X?) ~ [M(X)]

iar momentul de ordinul doi este

M (X?) = KP(k)=> kpi" " =py k¢
k=1 k=1 k=1

Consideram sumele

So = ZkQQkfl =14+2%2¢+3%¢+...
k=1
qs1 = q+2q2+3q3+...
(gs1) = 1+2%+3%>+...
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de unde avem ca

Atunci

iar

,D<X>=]%, cup+q=1L

Definitia 2.4.5. Variabila aleatoare X de tip discret urmeaza legea lui Pascal daca are distributia de

forma:
k
X : ( )
P (n, k) k=0,1,2,...

unde P (n, k) =Ck,,_p"¢", pe (0,1) si ¢=1—p.

Observatia 2.4.7. Probabilitatile P (n,k) sunt cele de la schema lui Pascal.

Observatia 2.4.8. In cazul particular n = 1, variabila aleatoare X urmeaza legea geometrica.

2.4.2 Repartitii clasice de tip continuu
Repartitia uniforma

Definitia 2.4.6. Variabila aleatoare X de tip continuu urmeaza legea uniforma daca distribufia ei are

forma:
) T
(st ).

unde densitatea ei de probabilitate f : R — R este data prin

f(x)z{ ﬁ, x € [a,b]
0, x ¢ [a,b].

Verificarea conditiilor pentru functia densitate de probabilitate:

1) f(z) >0, Vo € R pentru a < b;

b b

1 T b—a
2 do = do = - —1.
)/Rf(w) v /ab_ax L

b—a

a
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Functia de repartitie Folosim definitia functiei de repartitie, si anume
FiR—[0,1], F(z) = P(X < z) :/ f(6)dt, Vo € R.

i distingem urmatoarele cazuri:
—daca x < a, atunci

F(x):/ 0dt=0;
—daca a < x < b, atunci

x

@ T t Tr—a
F(:E):/ Odt+/ dt =0+ = ;
oo o b—a b—al, b—a
— daca x > b atunci
a b T b
1 t b—a
F = 0dt —dt Odt = ——| = =1.
(z) [00 Jr/a b—a +/b b—al, b—a

In concluzie, functia de repartitie pentru repartitia uniforma este data prin

0, < a;
F(z)= Z:Z’ a<xz<b
1, x > b.

Calculul valorii medii pentru repartitia uniforma Folosim relatia de calcul pentru valoarea medie in
cazul continuu si anume

b 2 2 2
1 1 T b* —a a+b

M(X)= . dr = . dr = Rl _

(X) /Rx J (@) de /ax b—a" T bh—a 2 2(b—a) 2

a+b
M(X) = 5

deci

Calculul dispersiei pentru repartitia uniforma Folosim din nou relatia

D(X) =M (X*) — [M (X)]

si avem
1 b 1 23| b3 — a3
M (X?) = [ 2? de = —— 2doe = =] =
(X%) /Rx fwydr=p= | wd =50 3| T30-a
deci ) .
M(Xz)fa +£:13+
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si dispersia este

2 2
D(X):a +ab+b _(

3 2 12

a+b>2_(b—a)2_

In concluzie, pentru variabila aleatoare care are repartitia uniforma, avem

2
a+b,D(X):(b a) .
2 12

M (X)

Repartitia normala

Aceasta repartitie este deosebit de importanta deoarece s-a constatat ca multe fenomene empirice sunt descrise
de legea normala. Graficul densitatii de probabilitate este numit gi curba sau clopotul lui Gauss.

Definitia 2.4.7. Variabila aleatoare X de tip continuu urmeaza legea mormala daca distributia ei are

forma:
) x
r < f(x,mgr) >w€R

[ (wsm, o) = —— o~
rym,o) = .
oV 2T

tar m $t o sunt parametrii repartitiet, cu m,o € R st o > 0.

unde

Verificarea conditiilor pentru functia densitate de probabilitate:

1) f(z;m,0) >0,V e Rym € R, sigma > 0;

1 T wom?
2 x;m,o)dxr = e 202 dx.
) /Rf (@im,0)de =~ /_oo

Se face substitutia

de unde obtinem:

z—m=+V20u sau z=m+V20u si dz=20du.

Atunci avem

1 oo
/ e V2cdu =

270 J_oo

2 [t 2
:7/ eiu2du:7.ﬁ:1
VT Jo VT2

unde s-a folosit valoarea integralei Euler-Poisson

—+oo
/ e dy = ﬁ
O 2

[ stmaran-
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Functia de repartitie
F:R—[0,1],

F(x):P(X<z):/ f(t)dtu = / e T2 dt, Vo € R.

270 J— o

Facem substitutia

t—
7m:y:>t:ay+m si dt =ody.
o

Atunci

z—m

F(x) = ! /G e Tody

210 J -

1 0 y2 1 % y2 1 r—m
= — ~3d —_— TTdy=-+o
g g (5F),

unde ® : R — R este functia integrala a lui Laplace data prin

(@) 1 v de
P ()= —/ e 2 dy,

V21 Jo Y
pentru valorile careia exista tabele.

Proprietatile functiei lui Laplace sunt:

) ®(0)=0;  b)d(o0) =
1

c) ®(—o0) = —5 d) P(—2)=-P(2),z€R.

In concluzie, functia de repartitie pentru repartitia normala este

F(x);Jr(I)(xom).

Observatia 2.4.9. Folosind functia lui Laplace putem da formule de calcul pentru urmdtoarele probabilitati

1) Pla<X <b) F(b)F(a)(I)<b_m><I)<a_m);

g g
2) Pm—r<X<m+r)=P(|X—-m|<r)=
:cp(“"m—m) _CI,("H—W) :m(z)
g g g
Daca r = ko avem
P(IX —m| < ko) = 20 (k)

de unde obtinem prin particularizare

P(X —m| <o) = 2&(1)=0,6826;
P(X—m|<20) = 2&(2)=0,9544;
P(X —m|<30) = 2&(3)=0,9972.
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Calculul valorii medii pentru repartitia normala

1 +oo (z—m)?
M(X):/x.f(m;m,a)dgj: / re 3 da.
R

210 J_ o

Facem din nou substitutia

u = . :>x:m+\/§au, dz = V20du
V20
si obtinem
1 oo 2
M(X)zi/ (m—&—\/iau)e“\/ﬁodu:
210 J -
1 Foo e
= ﬁ [m/_oo e_"zdu+\/§a/_oo ue_“zdu].
Avem

+o0 R
/ e du =1

—00

i atunci, pentru ca a doua integrald este nuld (integrala unei functii impare pe interval simetric fatd de
origine),
M (X) =m,

deci parametrul m este tocmai media repartitiei normale.

Calculul dispersiei pentru repartitia normala De aceasta data vom folosi definitia dispersiei ca fiind
momentul centrat de ordinul doi gi avem:

D(X):/R(I_m)Q'f(ﬂﬂmaU)dm: < /Jroo(x—m)ze_%dx.

270 J—so

xr—m

Facem substitutia u = 7 si avem (z — m)2 = 202u? de unde obtinem
o

1 oo 2
D(X) = / 20%u’e™" V20du
2m0 J oo
952 [T 2 p+oo ,
= % N u26_“2du:—% . u(e‘“Q) du
0'2 2 2

g

oo O'2 Foo 2 2
—|-7/ e Vdu=—=yr=0
L NG

deci parametrul o este tocmai abaterea medie patratica pentru repartitia normala.
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2.5 Exercitii si probleme rezolvate

Problema 2.5.1. Se studiaza alegerea unui proiect de modernizare a unei companii. S-au prezentat 3 proiecte
care pot fi viabile sau nu. Dacd notdm cu A;, i = 1,3, evenimentul ‘proiectul i este viabil”, sd se exprime in
functie de Ay, A, A3 urmadatoarele evenimente:

a) toate proiectele sunt viabile;

b) cel putin un proiect este viabil;

¢) doua proiecte sunt viabile;

d) cel mult doud proiecte sunt viabile;

e) un singur proiect este viabil.

Solutie:Notam cu A;, i = 1,3, evenimentul ,,proiectul 4 nu este viabil”.

a) Notdm cu A evenimentul ,,toate proiectele sunt viabile” A = A; N Ay N As, adica toate cele 3 proiecte
sunt rentabile.

b) Notam cu B evenimentul ,,cel putin un proiect este viabil” si astfel putem scrie B = A; U Ay U Ag

¢) Notam cu C evenimentul ,,doud proiecte sunt viabile”.

C=(A1NANA3) U (A NANA3) U (AN AN As)

d) Notdm cu D evenimentul ,,cel mult doud proiecte sunt viabile”. Evenimentul D este echivalent cu a
spune ca: nici un proiect nu este viabil, doar un proiect este viabil sau doua proiecte sunt viabile.

D=(ANA;NA;)U(A1NANA3)U (A NA;NAs) U (A NAyNAs)UC.

e) Notam cu E evenimentul ,,un singur proiect este viabil”. Atunci:

E=(A1NANA3)U (A NAyNA3) U (A NAyNA;).

Problema 2.5.2. O moneda este aruncata de 3 ori gi secventa de marci §i steme este inregistrata.
a) Scrieti spatiul evenimentelor elementare )
b) Scrieti urmdtoarele evenimente, folosind evenimentele elementare:
A-sa apara cel pulin 2 steme
B-primele 2 aruncari sunt steme
C-ultima aruncare este marca
¢) Determinati urmatoarele evenimente:
1)Ca ; 2) AN B; 3) AUuC

Solutie: Spatiul evenimentelor aleatoare €2 este:

Q= {SSS,SSM, SMS,MSS, MMS, MSM, SMM, MMM}, unde cu S notam aparitia stemei, iar cu
M aparitia marcii.

b) Evenimentele A, B, C,se scriu folosind evenimentele elementare din 2 dupa cum urmeaza:

A={SSS, SSM, SMS, MSS}

B={SSM,SSS}

C={SSM, SMM,MMM, MSM}

¢) Evenimentele Cy, AN B, AU B se scriu folosind punctul b) astfel:

Coa=A={SMM,MMM,MMS,MSM }

ANB={SSM,S55S}

AuC ={S8SS, SSM, SMS,MSS, SMM, MMM, MSM}

Problema 2.5.3. Presupunem cd intr-o camerd sunt 5 persoane. Care este probabilitatea ca cel putin 2
persoane sa aiba aceiasi zi de nastere.
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Solutie: Fie A evenimentul ,,cel putin 2 persoane au aceiasi zi de nagtere”. Atunci A este evenimentul
,,cele 5 persoane au zile de natere diferite”

Presupunem ca anul are 365 zile

A§adar P (A) 365 3643366535 362 361

: _ _ 365 364 363 362 361
DeCI,P(A)—lfp(A)—lfT

Problema 2.5.4. In Romania numerele de inmatriculare ale maginilor au 7 caractere: 2 litere urmate de
2 cifre gi alte trei litere. Daca toate secventele de 7 caractere sunt egal probabile, care este probabilitatea ca
numdrul de inmatriculare al unei masini noi sa nu contind cifre si litere identice?

Solutie: Notam cu A evenimentul cerut.

Alfabetul contine 26 litere, iar cifrele de pe numarul de inmatriculare pot fi: 0,1,2,3,4,5,6,7,8,9. Numarul
total de placute de inmatriculare este 26° x 10%(corespunzatoare celor 5 litere si 2 cifre). Numérul placutelor
ce contin litere si cifre diferite este: (26 25) x (10 9) x (24 23 22) (corespunzatoare primelor 2 litere diferite,
urmate de 2 cifre diferite si alte trei litere diferite de primele 2 si diferite intre ele).

Deci, P(A) = 2625109222322 — () 597

Problema 2.5.5. Fie Pg(A) =1, Pg(A) =1 si Pa(B)=1. Se cere :
a) sa se determine P (A) si P (B).

b) evenimentele A si B sunt independente?

Solutie:Folosind definitia probabilitatii conditionate se obtiné:

P(B)
P(ANB) _ p(A\B P(A ANB
Pp(A) = 1(3(3) = 1£P\(B; = & 1) P((B) L= 2
_ P(BNA) _ P(ANnB) __

Pa(B) = P(A) — T P(A) %
Dacé notam P (A) =z, P(B) =y, P(ANB) = z, se obtine sistemul liniar:

t=3 z= %y

= :1% & e=gr , de unde prin calcule z = 1, y =1, =1

T =3 T—2=3573Y
In concluzie: P(A)=3, P(B)=1
Conditia ca evenimentele A si B sa fie independente este: P (AN B) = P (A) P(B)
Deoarece P(ANB) =1 = % 1 = P(A) P (B) se obtine ca evenimentele A si B sunt independente.

Problema 2.5.6. O firma de asigurari are clienti din 3 categorii de risc: ridicat, mediu, scdzut, care au
respectiv probabilitatile de a cere despagubiri in caz de accidente: 0,02, 0,01, 0,0025 intr-un an. Proportiile
celor 3 categorii de clienti in cadrul companiei sunt respectiv 10%, 20%, 70%. Care este probabilitatea ca un
client al firmei sa fie despagubit? Care este proportia de despagubiri ce provin intr-un an de la clientii cu
risc ridicat?

Solutie:Notam cu B evenimentul ,,un client al companiei este despagubit”si cu:

Aq-evenimentul ,,clientul provine din categoria de risc ridicat”

As-evenimentul ,,clientul provine din categoria de risc mediu”

As-evenimentul ,,clientul provine din categoria de risc scazut”

Sistemul {A;, Ay, Az}, formeazd un sistem complet de evenimente deoarece reuniunea lor este eveni-
mentul sigur €2 gi sunt doua cate doud incompatibile. Astfel conform formulei probabilitatii totale:

P(B)=P(A,) P (Aﬁ) L P(A) P (Aﬁ) L P(A3) P (Aﬁ) =0,10,0240,20,0140,7 0,025 = 0,00575.
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Pentru a raspunde la a doua intrebare folosim formula lui Bayes:

- P(A,) P(B/A1) _0,10,02 _
P(A1/B) = pary PB/ATT P(A) P(B/ A2+ PUAT P(B/As) — 000575 — 02347

Problema 2.5.7. La o loterie sunt 100 bilete, din care 10 sunt castigatoare. Opersoand cumpard 15 bilete.
Sase determine probabilitatea ca:

a) 1 bilet sd fie castigator;

b) sa se obtind toate cele 10 bilete castigatoare;

¢) cel pulin 2 bilete sa fie cdstigatoare.

Rezolvare: Se aplica schema urnei cu 2 stari si bila nerevenita.
Cl Cl4 ClU C5
a) Progo (1,14) = =gz b) Pio,90 (10,5) = =220
100 100 _
¢) Fie A evenimentul ca ,,cel putin 2 bilete sa fie cagtigatoare,,. Consideram A evenimentul contrar ca ca

cel mult unul din cele 15 cumparate sa fie cagtigator. Are loc:
15

P (A) = Pig.90 (0,15) + Pio.go (1,14) = Sl Ca | Cla Cia

15 15
ClOO ClOO

Probabilitatea cerutd va fi P (4) =1 — P (A)

Problema 2.5.8. Un depozit de piese auto are in stoc piese de la 4 furnizori in urmdtoarele cantitati: 100
de la furnizorul Fy, 50 de la Fs, 30 de la F3 si 80 de la Fy.

In decursul unei saptamani, depozitul a vandut 45 piese. Care e probabilitatea ca din cele 45 de piese
vandute, 15 sa provinag de la furnizorul Fy, 5 de la Fs, 10 de la F3 si 15 de la Fy.

Rezolvare: Se aplica schema urnei cu 4 stari si bila nerevenita, unde a; = 100, as = 50, a3 = 30, a4 = 80
k1 =15,ky = 5,k3 = 10, ky = 15. Probabilitatea ceruta este:
015 CB ClO 015
P100,50,30,80 (15, 5,10, 15) = =100=50,-40 =50
260

Problema 2.5.9. Pe parcursul unei saptamani s-a dat predictia cursului valutar, astfel incat cursul poate
sa creasca zilnic cu probabilitatea i, respectiv sa scada cu probabilitatea %. Stabiliti probabilitatea ca:

a) in 5 zile ale saptamanii cursul valutar sa creascd;

b) in cel mult 3 zile cursul valutar sa creascd;

¢) in cel putin 2 zile cursul valutar sd creascd;

Rezolvare: Consideram evenimentul A ,,cursul valutar sa creasca intr-o zi,,. In fiecare zi poate avea
loc A sau A.
Se aplica schema urnei cu 2 stari si bila revenita (schema binomiala), unde: n =7, p = P(A) =
¢=P(4) =%
Probabilitatea de a se produce A de k ori este: P (k) = C¥ pFq™*.
. o ) B —5 _ 112 (32
a) Probabilitatea cerutd este: Pr (5) = C2p°¢"° =C2 (1)” (2)
b) Probabilitatea ceruta este:

3 3 3 k Tk
S Pr(k)=3 CiphgF =2 Ok (1)" (D)
k=0 k=0 k=0
¢) Notam cu Cevenimentul ,,cursul valutar si creasca in cel putin 2 zile,,. Atunci C este evenimentul:
,,cursul valutar sa nu creasca in nici o zi sau sa creasca intr-o zi,,. Asadar putem scrie:
P@C) =P (0)+P()=C2 (1)" )"+ (1) (3)°

Probabilitatea ceruta este:

P(C)=1-P(C).

1
VRl
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Problema 2.5.10. Un supermarket vinde urmatoarele sortimente de cafea: naturala, cappuccino $i expresso.
Probabilitatea ca un client sa cumpere cafea naturala este 0,55, cappuccino 0,3, iar expresso 0,15.

Determinati probabilitatea ca din 100 clienti, 70 sa cumpere cafea naturala, 20 sa cumpere cappuccino,
tar 10 sa cumpere expresso.

Rezolvare: Aplicadm schema urnei cu 3 stari si bila revenita (schema multinomiald)

Fie A;, evenimentul ca un client si cumpere sortimentul i de cafea , i = 1,3. Avem evident:

pP1 = P(Al) = 0,55, P2 = P(AQ) :073, pP3 = P(Ag) :0,15, n = ].00, kl = 70, kQ = 20, ]i?g =10
Probabilitatea ceruta este:

Pioo (70,20, 10) = =290 (0,55)™ (0,30)*° (0,15)"°

Problema 2.5.11. Care e probabilitatea ca al 80-lea client care intra intr-o banca, sa fie a 20-a persoand
care incheie o polita de asigurare, stiind ca probabilitatea ca cineva sa incheie o polita de asigurare este de
0,6.

Rezolvare: Se aplicd schema lui Pascal cu n = 80 (numarul clientilor), & = 20 (numarul succeselor),
p=20,6,9g=0,4.
Probabilitatea ceruti este: CE~1 pk gn=F = 19 (0,6)*° (0,4)%.

Problema 2.5.12. La trei reprezentante ale concernului Nokia se gasesc telefoane mobile cu ecran color sau
alb-negru in urmatoarele proportii: la prima reprezentanta 14 cu ecran color si 16 cu ecran alb-negru, la a
doua 13 cu ecran color si 17 cu ecran alb-negru, iar la a treia 14 cu ecran color si 18 cu ecran alb-negru. Se
alege la tntamplare cate un telefon mobil de la fiecare reprezentanta, pentru a fi supus unor probe de verificare.
Care e probabilitatea ca din cele 3 telefoane alese doud sa fie cu ecran color, iar unul cu ecran alb-negru?

Rezolvare:Aplicam schema lui Poisson. Pentru aceasta notam cu p; pro-

babilitatea ca telefonul ales de la reprezentanta ¢ sa aiba ecran color, i = 1,3. Avem ca:

__ 14 __ 16 __ 13 __ 17 __ 14 __ 18
pl*%v Q1*%, p27%7 q27%7 p3*372a %*@

Conform schemei lui Poisson, probabilitatea ceruta este dati de coeficientul lui ¢? al polinomului
(p1t + q1) (pat + q2) (pst +q3)

adica de:
P1P2Gs + P1geps + q1paps = 55 52 48 4 AT L 1613 14 — 0,33,

Problema 2.5.13. Variabila aleatoare discreta X ia valorile —1, 0,1 cu probabilitatile py, % $t respectiv ps.
Sa se determine

a) probabilitatile py si ps stiind cd valoarea medie a variabilei aleatoare X este %;
b) abaterea medie patraticd;

c) momentul centrat de ordinul trei;

d) wvaloarea medie si dispersia variabilei aleatoare Y = 3X + 2.

Rezolvare.

a) Valoarea medie a variabilei aleatoare de tip discret X este

1

3
1
M(X)=> ziopi=(=1)-pr+0- g +1-py =g,
i=1
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prin urmare ps — p; = %

3
Mai gtim ca Y p; = 1, prin urmare p; + % + p3 = 1. Asadar obtinem urmatorul sistem de ecuatii:
i=1

avand solutiile p; = % sips = % Prin urmare distributia variabilei aleatoare date este

S(391)

b) Dispersia variabilei aleatoare X o putem calcula cu ajutorul formulei

o= =

1
6 3

D(X) =M (X?) - [M(X)].

Stiind ca valoarea medie M (X) = %, mai ramane de calculat valoare medie M (X 2):

2 1 1 1 2
M (X?) = 2 p= (=1 2402 - +12. = =2,
();wzp()6+3+23
Prin urmare
9 5 2 1 5
D(X):M(X)—[J\/[(X)]:g—gz§

¢) Momentul centrat de ordinul 3 al variabilei X este

py = M[(X—M(X))?’}:M[(X—;)?)] _

= Z(Xi_:lg>3'pi:

=1
1\* 1 1\* 1 1\* 1 7
= [(—1-Z=) .= -] .= 1—-2) .= =_-~—.
< 3> 6+(0 3) 3+< 3> 2 27

Cunoscand faptul ca momentul centrat de ordinul k£ se poate exprima si cu ajutorul momentelor de
ordinul £ prin formula

k
pe = (=1)' Chvpivi,
i=0
putem obtine rezultatul de mai sus astfel

ps = v3 — 3viv + 203
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Momentul de ordinul 3 al variabilei aleatoare X este

3
V3:M(X3):Zz‘?~pi:§.

i=1

Prin urmare momentul centrat de ordinul 3 este

M3 = V3 — 31/11/2 + 21/12

d) Folosindu-ne de proprietatile valorii medii si a dispersiei obtinem:
M(Y) = M@BX+2)=3-M(X)+2=3;
DY) = D(3X+2)=3"-D(X)=5.

Problema 2.5.14. Fie X o variabila aleatoare continud cu densitatea de probabilitate

re ™ dacax >0
f(a:)—{ 0 dacd z <0
Sa se determine valoarea medie si dispersia.
Rezolvare. Valoarea medie a variabilei aleatoare de tip continuu este
+oo [e']
M(X)z/ a:-f(a:)dxz/ e Pdr =T (3) = 2.
—o0 0
Pentru dispersie folosim formula
D(X) =M (X?) - [M (X)),

unde
+oo

M (X?) :/

— 00

(o)
22 f (2) d;v:/ 3. e "dr =T (4) = 3! = 6.
0
Prin urmare D (X) = 6 — 4 = 2, iar abaterea medie patratica este

o (X)=+D(X)=V2

Problema 2.5.15. O wariabila aleatoare X wrmeaza legea binomiald cu valoarea medie egald cu 300 si
dispersia egala cu 100. Sa se afle n, p siq.

Rezolvare. Variabila aleatoare ce urmeazd legea binomiala are M (X) =n-psi D(X) =n-p-q. Prin
urmare n - p = 300 si n-p- g = 100. Efectuand substitutia obtinem 300 ¢ = 100. Prin urmare g = % Rezulta
deaicicépzl—qzl—%: % §iprinurmaren:?’%O,decin:450.

Problema 2.5.16. Probabilitatea cu care se consumd energie electrica intr-o unitate comerciald intr-o zi
este 0,8. Fie X numarul zilelor din saptamand cand consumul este normal. Sa se scrie distributia variabilei
aleatoare X si sa se calculeze valoarea sa medie si dispersia.
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Rezolvare. Se observd cid variabila aleatoare X urmeazd legea binomiald de parametrii: n = 7 (sunt 7
zile intr-o saptdmand), p = 0,8 (probabilitatea si se consume energie electricd in unitatea comerciald) si
q=1—p=0,2.

Distributia variabilei aleatoare este urmatoarea:

k
e ( C7 - (0,8)% - (0,2)7* >k—07

Valoarea medie este datd de formula: M (X)=n-p=7-0,8 =5,6.
Dispersia este: D(X)=n-p-¢q=7-0,8-0,2=5,6-0,2=11,2.

Problema 2.5.17. O agentie imobiliard are spre vanzare un imobil cu 10 apartamente. Patru dintre acestea
sunt cu o singura camerda. In decurs de o saptamana s-au prezentat la agentia imobiliara 3 cumparatori. Fie
X numdarul clientilor ce au cumparat apartamente cu o camerd. Sa se scrie distributia variabilei aleatoare X
si sa se calculeze valoarea medie gi dispersia ei.

Rezolvare. Variabila aleatoare X urmeaza legea hipergeometrica de parametriin =3, a =4, b= 6,p =
0,4, ¢ =0,6.
Distributia variabilei aleatoare X este:

/0 1 2 3
X'(pm) p(1) p(2) p<3>)'

3
cup(k) >0, k=0,3 si >, p(k)=1, unde p(k), k=0,3 reprezinta probabilititile evenimentelor ca din
k=0

cele trei apartamente cump_érate k sa fie cu o singura camera. Aceste probabilitati sunt calculate cu ajutorul
schemei hipergeometrica si sunt egale cu:

crcg ™t
p(k) = —F5—;
o

k=0,3.

Se obtine p(0) =%, p(1) =3, p(2) =3 si p(3) = 5.
Prin urmare distributia lui X este:
(1)
30

M(X)=n-p=3-0,4=1,2

o= O
M= =

X urmand legea hipergeometrica are:

si
a+b—n 10-3

DIX) = npog—r"—""""-3.04-06- —
(X) (L R T B

= 1,2-0,6-Z =0, 56.
9
Problema 2.5.18. O wvariabild aleatoare X urmeaza legea binomiald cu parametriin =4 sip = %.
a) Scrieti distributia variabilei aleatoare X .
b) Scrieti functia densitate de probabilitate a variabilei aleatoare normale cu aceiasi valoare medie i
dispersie ca si X.
c) Calculati P(1 < X < 2).
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Rezolvare. a) Distributia variabilei aleatoare X ce urmeaza legea binomiala este:

X: ( k(1 5 4—k >
(1) ) Jizoa

b) Valoarea medie si dispersia pentru variabila aleatoare X sunt:

Daca variabila aleatoare X’ urmeaza legea normali cu functia densitate de probabilitate

1 _(@=m)?
e 202
oV2T

i avand media si dispersia egale cu cele ale variabilei aleatoare X, atunci: m = M (X') = M (X) =1 si

0?=D(X')=D(X) =3

: . _2(z—1)
Prin urmare o = @ Atunci f (z) = 4 /Bi s
Iy

) P(1<X<2)=F(2)—F(1) :éop(k)—kiop(k) —p(2)=C2 (1) (3)* =0,21.

f(x) =

Problema 2.5.19. Variabila aleatoare X urmeaza legea uniforma avand valoarea medie si dispersia egale cu
4 respectiv % Sa se scrie functia de repartitie a variabilei aleatoare X .

Rezolvare. Daci variabila aleatoare X urmeaza legea uniforma pe intervalul (a,b) atunci functia de
repartitie va fi:

0, z<a
Fx)=} 72, a<xz<b
1, x>0
iar valoarea medie i dispersia se calculeaza ca M (X) = ‘ITH’, respectiv D (X) = %. Agadar obtinem
sistemul:
atb _
(b—a)? 1 cusolutiaa=3,b=5.
2 3
Rezulta ca functia de repartitie va fi:
0, x <3
F(z)=< %33, 3<a<5
1, z>5

2.6 Teme de control

1. O moneda este aruncata de 3 ori gi secventa de marci (M) si steme (S) ce apare este inregistrata.

a) Scrieti spatiul evenimentelor elementare

b) Scrieti urmatoarele evenimente, folosind evenimentele elementare: A: ”sa apara cel putin 2 steme”
B: 7primele 2 aruncari sunt steme” C': ”ultima aruncare este marca”

c¢) Determinati urmatoarele evenimente: A; AN B; AUC.
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2. In drum spre locul de munca un om trece prin 3 intersectii consecutive, semaforizate. La fiecare semafor
se opreste sau isi continua drumul. Daca notam cu 4;, i = 1,3 evenimentul "la intersectia i persoana
isi continua drumul”, sa se exprime folosind Ay, Ay, A3 urmatoarele evenimente:

a) persoana are liber la toate intersectiile

b)

¢) persoana opreste la cel putin o intersectie
d)

persoana opreste la toate intersectiile

persoana opreste la cel mult o intersectie.

3. La un telescaun pentru ski asteapta 5 persoane. Un telescaun poate transporta doar 3 persoane odata.

a) In cate moduri se poate organiza primul grup?

b) Care este probabilitatea ca o persoani aleasa aleator dintre cei 5 si fie in primul transport? Dar
in al doilea?

Raspuns. 10, 0.6 i 0.4

4. Se arunca o moneda de doua ori. Care este probabilitatea ca marca sa apara cel putin o data? Raspuns.
0.75

5. Se arunca 2 zaruri. Care este probabilitatea ca suma lor sa fie:
a) 8
b) un numar prim
¢) cel putin 4.
Raspuns. 5/36, 5/12, 11/12

6. Se arunca 2 zaruri. Care este probabilitatea ca suma fetelor sa fie 6, stiind ca suma acestor fete a dat
un numar par?
Raspuns. 5/18

7. Presupunem ca intr-o camera sunt 5 persoane. Care este probabilitatea ca cel putin 2 persoane sa aiba
aceeasi zi de nastere.
Raspuns. 1-0.972865=0.027135

8. Un lift ce contine 5 persoane se poate opri la oricare din cele 7 etaje ale unei cladiri. Care este
probabilitatea ca 2 persoane si nu coboare la acelasi etaj?
Raspuns. 0.15.
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9. Un card emis de o banca are ca numar de identificare un numar de 7 cifre, ce nu poate incepe cu cifra
0. Care sunt probabilitatile ca un numar de identificare:

a) sd inceapa cu 456;
b) sa nu contina cifre identice;

¢) s se termine cu 21.

Raspuns. 0.0011, 0.006048, 0.01

10. Intr-o grupi de studenti sunt 30 care vorbesc limba englezi, 15 vorbitori de limba germans si 8 studenti
care cunosc limba franceza. Dintre cei vorbitori de limba engleza, 10 vorbesc si limba germana, iar 3
vorbesc si limba franceza. Pe de alta parte avem 3 studenti care vorbesc si limba germana, si limba
franceza. Stiind ca, este un singur student care vorbeste toate cele trei limbi, determinati numarul total
al studentilor din aceasta grupa.

Raspuns. 38

11. Un student se pregateste pentru 2 examene. Pe baza pregatirii sale el va promova primul examen cu o
probabilitate de 60%, iar al doilea examen cu o probabilitate de 50%. Daca rezultatele de la cele doua
examene sunt independente,

a) care este probabilitatea de a promova ambele examene?

b) care este probabilitatea de a promova cel putin unul dintre cele doud examene?

Raspuns. 0.3, 0.8

12. Daltonismul este o tulburare a vederii cromatice (constand in incapacitatea de a deosebi unele culori),
care afecteaza 8% din populatia masculina si 1% din populatia feminina. In Roménia un nou-niscut
este fata cu o probabilitate de 51%. Determinati care este probabilitatea ca un nou-nascut din Romania
sa sufere de daltonism.

Raspuns. Utilizand formula probabilitatii totale avem 0.0443

13. La un workshop participa patru firme. Firmele sunt reprezentate de 4, 3, 3, respectiv 5 angajati. Dintre
acesti reprezentanti 1, 1, 1, 2 vorbesc limba germana. Un investitor din Germania este interesat de
aceste firme si se adreseaza unui reprezentant. Care este probabilitatea ca reprezentantul ales aleator,
sa vorbeasca limba germana? Care este probabilitatea ca, daca, un reprezentant ales aleator vorbeste
limba germana, atunci el provine de la a patra firma?

Raspuns. Folosind formula probilitatii totale si formula lui Bayes se obtine 0.3333 respectiv 0.4.

14. O companie produce in 3 schimburi. Intr-o anumita zi, 1% din articolele produse de primul schimb sunt
defecte, 2% din cele produse in al doilea schimb si 3% din al treilea schimb. Daca cele trei schimburi au
aceeasi productivitate, care este probabilitatea ca un produs din acea zi sa fie defect? Daca un produs
este defect, care este probabilitatea ca el sa fi fost fabricat in schimbul al treilea?

Raspuns. Folosind formula probilitatii totale si formula lui Bayes se obtine 0.02 respectiv 0.5.

15. Pentru a participa la un proiect, dintr-o grupa cu 35 studenti (20 fete, 15 baieti) se aleg aleator 7
persoane. Care este probabilitatea ca intre studentii alesi sa fie:
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16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

a) exact 3 fete;
b) exact 2 baieti;

¢) cel mult 1 baiat.

Raspuns. 0,2314, 0,2420, 0,97

Un magazin are 1n stoc marfa de la 5 furnizori in urmatoarele cantitati: 30 de la furnizorul Fy, 100 de
la Fy, 50 de la F3, 80 de la Fy si 40 de la F5. In decursul unei saptamani, depozitul a vandut 50 bucati.
Care e probabilitatea ca din cele 50 de buciti vandute, 10 sa provina de la furnizorul Fy, 5 de la Fy,
10 de la Fj3, 15 de la F} si 10 de la F5.

Pe parcursul unei saptamani s-a dat predictia cursului valutar, astfel incat zilnic cursul poate sa creasca
cu probabilitatea é, respectiv sa scada cu probabilitatea %. Stabiliti probabilitatea ca:

a) in 4 zile ale sdptamanii cursul valutar sa creascs;
b) in cel mult 2 zile cursul valutar si creascé;

¢) in cel putin 2 zile cursul valutar sa creasca.

Raspuns. 0,0156, 0,9042, 0,3302

Un supermarket vinde urmatoarele sortimente de cafea: naturala, cappuccino si expresso. Probabili-
tatea ca un client sa cumpere cafea naturala este 0,6, cappuccino 0,3, iar expresso 0,1. Determinati
probabilitatea ca, din 500 clienti, 250 sa cumpere cafea naturald, 120 sa cumpere cappuccino, iar 130
S cumpere expresso.

Care e probabilitatea ca al 100-lea client ce intra intr-o banca, sa fie a 40-a persoana ce incheie un
contract de creditare, daca probabilitatea ca cineva sa incheie un astfel de contract este de 0,757

La trei reprezentante de telefonie mobila se gasesc telefoane mobile clasice si android in urmatoarele
proportii: la prima reprezentanta 20 clasice si 30 android, la a doua 23 clasice si 37 android, iar la a
treia 34 clasice gi 36 android. Se alege la intamplare cate un telefon mobil de la fiecare reprezentanta,
pentru a fi supus unor probe de verificare. Care e probabilitatea ca din cele 3 telefoane alese unul sa
fie clasic, iar doua android? Raspuns. 0,4249

In catedrala Sfantul Anton din Padova, un vizitator este turist striin cu o probabilitate de 80%.
Fiecare turist cumpéra un suvenir cu o probabilitate de 60%, in timp ce localnicii cumpéara suvenir cu
o probabilitate de doar 5%. S& se determine probabilitatea cu care un vizitator cumpara un suvenir
si probabilitatea ca al 30-lea vizitator sa fie a 10-a persoana care cumpara suvenir. Raspuns. 0,49,
0,0113

Alegem cate un costum de la 4 producatori diferiti. La primul producator probabilitatea ca un costum
s& aiba vreun defect de fabricatie este de 2%, la al doilea producétor este de 3%, la al treilea este 5%
si la al patrulea este 7%. Determinati probabilitatea evenimentului ca nici unul dintre cele 4 costume
alese sa nu fie cu defect. Daca de la primul producator si de la al patrulea alegem cate un costum si
de la al doilea si al treilea cate doua costume, cu ce probabilitate nu vom avea nici un costum defect
printre cele 6 alese? Raspuns. 0,8399, 0,7739
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23.

24.

25.

26.

27.

28.

29.

Intr-un lot de 400 piese, 10 sunt defecte. Se aleg aleator 20 piese. Sa se calculeze probabilitatea ca intre
piesele alese :

a) 4 piese sd fie defecte;

b) sa fie cel mult 2 piese defecte;

O comisie internationala este formata din 5 romani, 7 italieni, 4 olandezi si 6 elvetieni. Se aleg la
intamplare 10 persoane pentru a forma o subcomisie. Sa se calculeze probabilitatea ca din cele 10
persoane alese, 2 sa fie romani, 3 italieni, 3 olandezi si 2 elvetieni. Raspuns. 0,0325

Pe parcursul a 10 zile de vara s-a dat prognoza meteo astfel incat zilnic pot cadea precipitatii cu
probabilitatea 0,2. Calcula ti probabilitatea de a ploua:

a) In 3 zile;
b) in cel mult 2 zile;
¢) in cel putin 3 zile. R3spuns. 0,2013, 0,6778, 0,3222

Se arunca un zar de 20 de ori. Sa se calculeze probabilitatea ca de 8 ori sa aparda un numar prim, de
10 ori un numar compus si de 2 ori fata cu un punct. Raspuns. 0,1347

Avem 4 grupe de studenti: in prima grupa sunt 20 fete si 5 baieti, in a doua grupa sunt 15 fete si 10
baieti, in a treia grupa sunt 10 fete si 15 baieti, In a patra grupa sunt 24 fete si 1 baiat. Se alege cate un
student din fiecare grupa pentru a participa la o actiune publicitara pentru promovarea unui produs.
Sa se calculeze probabilitatea ca intre studentii alesi:

a) trei sa fie fete;

b) sa fie numai fete;
¢) sa fie cel putin o fatd. Raspuns. 0,4531, 0,1843, 0,9981

Un magazin ofera o promotjie clientilor. La fiecare cumparatura cu valoarea peste 50 RON, cumparatorul
primeste un bilet de razuit. Daca clientul reugeste sa colecteze 3 bilete cu logo-ul magazinului, el
primeste un voucher de cumparaturi in valoare de 200 RON. Probabilitatea ca pe un bilet sa apara
logo-ul magazinului este de 10%. Care este probabilitatea evenimentului ca un cumparator:

a) s gaseasca al 3-lea logo pe al 10-lea bilet?
b) s& obtind primul logo pe al 10-lea bilet? Raspuns. 0,0172, 0,0387

Probabilitatile ca dimensiunile unei piese de masina sa fie in limite mai mici, respectiv mai mari decat
cele admisibile sunt de respectiv 0.07 si 0.1, iar probabilitatea ca o piesa sa aibe dimensiunile in limite
admisibile este 0.83. Dintr-un lot de 1000 de piese se extrag 140. Care este probabilitatea ca 5 dintre
aceste piese sa aibe dimensiunile mai mici decat cele admisibile si 7 mai mari decat cele admisibile.
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30.

31.

32.

33.

34.

35.

36.

37.

Intr-un orag exista 5 magazine de desfacere a berii. Fiecare magazin pune in vanzare cate 3 tipuri
de bere. Se cunosc cantitatile zilnice puse In vanzare din fiecare marca de bere la fiecare maga-
zin: M (130,200, 50); M2(125,190, 45); M3(120, 120, 120); M4(147,156,200); M5(130,123,100). O per-
soana bine dispusa intra in fiecare magazin, fiind primul client al fiecarui magazin din respectiva zi,
si cumpara cate o bere. Calculati probabilitatea ca dintre cele 5 beri 4 sa fie din primul fel respectiv
probabilitatea ca cel putin una sa fie din primul fel de bere. Raspuns. 0,0412, 0,8694

La o balta privata, la care se pescuieste in sistem ”prinde si elibereaza”, se estimeaza ca la fiecare
lansare exista 45% sanse de a prinde un peste. Calculati probabilitatea ca din 10 lansari sa fie prinsi
7 pesti ( stiind ca se poate prinde cel mult un peste la fiecare lansare). Dar probabilitatea ca din 7
incercari sa fie prinsi doi pesti iar al doilea la a 7-a lansare? Raspuns. 0,0738, 0,0611

Un acelasi tip de contract incheiat la 3 banci diferite se dovedeste a fi performant cu probabilitatile
0,9, 0,8 si 0,7. Sa se scrie distributia X a numarului de contracte performante din cele trei analizate.
Scrieti functia de repartitie Fx (z).

Se considera 3 urne, fiecare dintre ele continand 30 de bile albe gi negre. Prima urna contine 15 bile
albe, a doua 10 bile albe si a treia 6 bile albe. Se extrage cate o bila din fiecare urna. Notam cu X
numarul bilelor albe extrase. Scrieti distributia lui X, functia sa de repartitie si apoi reprezentati-o
grafic. Calculati P(0 < X <2), P(-1< X <1)gi P(0< X <3).

Fie variabilele aleatoare independente X si Y cu distributiile

-1 0 . —1
4 4 5

S# se calculeze: X2, Y2, 3X, X +Y, XY, 3X +Y?2.

-1 1 . -2 0
X:(p q>§1Y:<p+1 )
1 3 T 4

sd reprezinte distributiile a doud variabile aleatoare de tip discret. Scrieti Fx(z) si Fy (y). Calculati
1 2
P<O<X<2) §iP<—1<Y<3).
Consideram variabilele aleatoare independente
-1 0
P+ 4+3

Séa se scrie distributia variabilei 2.XY.

ST
SIS N
~

Determinati p si g astfel incat

wi= O

-1 0 1
iY: .
)§ ( 5o+ p2)

W= =

Sa se determine constanta a astfel incat functia

0,z <0
f(x) = ¢ a%x®, 2 €[0,1]
lalze "l 2 > 1
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sa reprezinte densitate de probabilitate a unei variabile aleatoare de tip continuu. Scrieti functia de
repartitie.

38. Sa se determine a astfel incat functia f : R — R data prin

4 zele

f ) = { 6: in rest

sa fie o densitate de probabilitate pentru o variabila X de tip continuu. Sa se determine apoi functia
de repartitie corespunzatoare acestei variabile aleatoare. Calculati P(0 < X < e).

39. Probabilitatea de a avea consum normal de energie intr-o anumita companie este 0.8. Daca notam cu
X variabila aleatoare ce reprezinta numarul de zile dintr-o saptamana in care consumul de energie este
normal In acea companie, sa se scrie distributia lui X, functia de repartitie a lui X, sa se reprezinte
grafic aceastd functie iar apoi si se calculeze P(1 < X < 3). Si se calculeze valoare medie, dispersia si
abaterea medie patratica.

40. Se arunca o moneda de 3 ori consecutiv. Fie X variabila aleatoare ce reprezinta numarul de marci
aparute. Scrieti distributia lui X, functia sa de repartitie si apoi sa se calculeze valoare medie, dispersia
si abaterea medie patratica.

41. Fie v.a. discreta: X : ( (1) b2 )
1 P2 P3

a) Determinati pa, ps stiind ca valoarea medie a v.a. X este 5/4

¢) Calculati dispersia, abaterea medie patratica si momentele centrate de ordinul 2 si 3

)
b) Calculati momentele de ordinul 2 si 3 pentru v.a X
)
d)

Calculati valoarea medie si dispersia pentru v.a. ¥ =4X — 7.

-1 0

42. Fie v.a. independente: X :
P < P+g a+s3

Wl =

. -2 0 2
> Y ( Lo2ptq 122 )
a) Aflatip,g e R
b) Calculati valoarea medie si dispersia v.a. X,Y, XY, X2 — 3Y2.

43. Sa se determine k astfel incat functia f: R — R data prin

| kx, z€(0,1)
J (@)= { 0, in rest

sa fie o densitate de probabilitate pentru o variabila X de tip continuu. Sa se determine apoi functia de
1 1
repartitie corespunzatoare acestei variabile aleatoare. Calculati P <4 <X<2)siP (8 <X< 1) .

Calculati valoarea medie precum si momentele si momentele centrate de ordinul 2 si 3.
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44. Calculati valoarea medie, momentele de ordinul 2 si 3, dispersia, abaterea medie patratica si momentele
centrate de ordinul 2 i 3 pentru v.a. de mai jos:

30 24
(a)X'<0.1 0.3 a 0.4)

o5 (33 5t i)
@x (3 15)

x 3.3 >0
(d) X: (f(@)meR unde f(z) = { 0, z <0

3_ 9,2
@ x:(,5) e gy = 120w e
f(.’L’) TR 07 T ¢ ) ]
Rezumat modul
In acest modul s-au introdus notiunile de eveniment, probabilitate, operatii cu evenimente.S-au definit va-

riabilele aleatoare de tip discret si continuu, functia de repartitie precum si caracteristicile numerice ale
variabilelor aleatoare.

In cazul repartitiilor clasice, s-au precizat functiile de probabilitate si densitate de probabilitate si au fost
calculate valorile medii si dispersiile acestor variabile aleatoare.
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